Trigonometría 
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EVOLUCIÓN 


Intelectum L Í 


Trigonometría | 
de logro 

Unidad 1 Unidad 2 
*» Identifica la posición final, inicial y el vértice del ángulo trigonométrico. + Diferencia entre ángulos de elevación y depresión. 
»  Discrimina entre el sistema sexagesimal, centesimal y radial. » Determina el valor de los ángulos de elevación y depresión utilizando 
» Identifica las fórmulas de conversión y las equivalencias entre sistemas. las razones trigonométricas. 
* Aplica las equivalencias entre los sistemas de medición para calcularla  * Define cada una de las razones trigonométricas de un ángulo en po- 

medida del ángulo pedido. sición normal. 
» Identifica los elementos de un sector circular para el cálculo de su área  * Identifica gráficamente cada ángulo cuadrantal. 

y de sus aplicaciones. + Determina el valor de las razones trigonométricas de ángulos coter- 
» Calcula el área del sector circular y el área de un trapecio circular. minales. 
* Utiliza las relaciones dadas sobre sectores circulares en diversas apli- * Identifica el cuadrante al cual pertenece cada ángulo y la forma de 

caciones. reducción. 
* Identifica los catetos y la hipotenusa en un triángulo rectángulo. * Aplica los casos estudiados para la reducción de ángulos al primer cua- 
» Identifica los ángulos agudos en un triángulo rectángulo y define cada drante. 

una de las razones trigonométricas. + Define los elementos de una circunferencia trigonométrica (origen de 


arcos, origen de complementos y suplementos). 
+ Representa gráficamente cada línea trigonométrica y analiza su va- 
riación. 


» Determina las razones trigonométricas de ángulos agudos notables. 
+ Calcula el valor de las razones trigonométricas de triángulos rectán- 
gulos. 
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LA MINERÍA Y LAS SECCIONES CÓNICAS 


La minería en el Perú ha ido evolucionando a 
través del tiempo. Se ha pasado de métodos 
empíricos a métodos técnicos para la minería 
a gran escala. 


Uno de los métodos de explotación de la 
minería a gran escala es la “minería a cielo 
abierto”, también conocida como “a tajo 
abierto”, este método de explotación necesita 
del uso de conceptos trigonométricos a la hora 
de diseñar las cortadas mineras. Las elipses, 
circunferencias y parábolas son necesarias para 
el diseño del límite económico del tajo. 


Unidad 3 


+ Discrimina entre las identidades fundamentales. 
» Identifica las identidades de suma y diferencia de dos ángulos. 


» Determina el valor de las identidades trigonométricas de un ángulo 
orientado. 


» Aplica las identidades de ángulos compuestos al utilizar razones trigo- 
nométricas de suma o diferencia de ángulos. 


» Reconoce las identidades de ángulo doble, ángulo mitad y ángulo triple. 


» Aplica las transformaciones trigonométricas en problemas que impli- 
quen la reducción de expresiones. 


» Calcula el valor de expresiones trigonométricas aplicando las identida- 
des de ángulo doble, ángulo mitad y ángulo triple. 


+» Comprende la división de las transformaciones trigonométricas (de 
suma o diferencia a producto o viceversa). 


» Analiza las funciones trigonométricas e identifica el dominio y rango. 
+ Discrimina entre función par, impar, creciente, decreciente y periódica. 
» Define las funciones inyectivas y sobreyectivas. 


Unidad 4 


» Evalúa la gráfica de las funciones inversas y analiza su dominio y rango. 

Representa gráficamente las funciones trigonométricas inversas y eva- 

lúa la variación del dominio y rango de cada una. 

» Identifica los elementos de una ecuación y analiza el método para la 
solución general. 

» Calcula el valor de la variable, aplicando propiedades de razones trigo- 
nométricas y el valor de sus respectivos dominios. 

» Identifica las relaciones dadas de la ley de senos, ley de cosenos, ley 
de proyecciones y ley de tangentes. 

» Emplea la ley de senos, ley de cosenos, ley de proyecciones y ley de 
tangentes en la resolución de triángulos oblicuángulos. 

+ Discrimina cada una de las secciones cónicas (circunferencia, elipse y 

parábola) e identifica sus propiedades. 

Utiliza la ecuación de cada una de las secciones cónicas para calcular 

el valor de sus elementos. 

Analiza las propiedades de límites y la definición de la derivada. 


A ÚLTIMA FRONTERA 


LA ASTRONAVE CIENTÍFICA ORFEO SE ADENTRA EN LAS 
PROFUNDIDADES ESPACIALES, DIRISIÉNDOSE MÁS ALLÁ DEL 
SISTEMA ALFA CÉNTAURI, PUES SLI TRIPULACIÓN ESTÁ 

TRAS EL RASTRO DE UNA ESTRELLA SUPERMÁSICA, 


_ NAVEGANTE GIULIANA, 
c A QUE DISTANCIA NOS ENCONTRAMOS DE 
LA ESTRELLA SUPERMÁSICA P 


PILOTO JOSUÉ 


A 23 PARSECS, 
3 CAPITÁN; A VELOCIDAD WARP 
2 LA ALCANZAR/IAMOS EN 
10 MINUTOS, 


ENTENDIDO MI CAPITÁN, 
ENTRANDO AL HIPERESPACIO 
EN3/2:1... 


LA ASTRONAVE ENTRA AL HIPERESPACIO Y RECORRE GRANDES DISTANCIAS EN UNOS POCOS 
SEGUNDOS; MINUTOS DESPUÉS SALE DEL HIPERESPACIO PARA ENCONTRARSE 
EN UNA ZONA ESPACIAL CARENTE DE LUZ, 


LOS SENSORES INDICAN QUE ESTAMOS 
FRENTE A UNA ESTRELLA SUPERMÁSICA; 
SU CAMPO GRAVITATORIO ES TAN GRANDE; 
QUE JAMÁS ESCAPAREMOS DE ÉL, 
¿ESTAMOS EN PELIGRO / A 7 
<CCUÁNTO TIEMPO TENEMOS ANTES 
DE QUE EL CAMPO ERAVITATORIO 
HAGA COLAPSAR LA NAVE P 


MANTENERNOS EN ORBITA POR LO MENOS DIEZ MINUTOS; LUEGO 
LA GRAVEDAD NOS ATRAERÁ INEVITABLEMENTE / 


O 


UN ASUJERO NEGRO ES UN CUERPO SUPERMASIVO, 
P SU MASA ES MUCHO MAYOR AL DE CLUIALQUIER ESTRELLA ES POR ELLO QUE GENERA 
UN CAMPO EGRAVITATORIO ENORME, TAN FUERTE QUE NI SIQUIERA LA LUZ PUEDE ESCAPAR DE 
SLI ATRACCIÓN, ADEMÁS LOS AGUJEROS NEGROS DISTORSIONAN EL ESPACIO-TIEMPO 
PARA EXPLICARLES ESTO USARÉ LAS SECCIONES CÓNICAS, f 


UNA ESTRELLA 
COMO NUESTRO SOL 
DEFORMA EL ESPACIO A _ 

SU ALREDEDOR DE MANERA ELÍPTICA; 
ES POR ESO QUE TODOS LOS 
PLANETAS SE ENCUENTRAN ORBITANDO 
ALREDEDOR DE EL; SIN EMBARGO UN 
AGUJERO NEGRO DEFORMA EL 
ESPACIO DE MANERA HIPERBOLICA; 
CREANDO UN SUMIDERO 
TLANSDIMENSIONAL, 


LA ASTRONAVE 

ORFEO DEJA DE 
LUCHAR CONTRA LA 
FUERZA GRAVITATORIA 
DEL AGUJERO NEGRO 

Y SE DIRIGE A TODA 
POTENCIA HACIA EL 
CENTRO DE ESTE, 

MUY PRONTO EL TIEMPO 
- ESPACIO SE DEFORMA 
SUCCIONANOO A LA 
ASTRONAVE Y A SU 
TRIPULACIÓN CON ELLA 
HACIA MÁS ALLÁ DEL 
ESPACIO MULTIDIMENSIONAL. 


- PRIMER OFICIAL, 
DÍGAME CLARAMENTE... CPOR QUÉ LOS SENSORES DETECTAN EL 
CAMPO GRAVITATORIO DE LINA ESTRELLA INVISIBLE ?. 


MUCHO ME TEMO CAPITÁN 
QUE ESTE CAMPO GRAVITATORIO 
NO PERTENECE A NINGLINÁ 
SUPERESTRELLA, SINO MÁS BIEN 
A UN AGUJERO NEGRO, 


/UN AGUJERO NEGRO /, 
¡ESTAMOS PERDIDOS /, 


NUEVAMENTE EN 
PUENTE PRINCIPAL 
EL CAPITÁN 
CHRISTIAN LLAMA 
A SU INGENIERO 
ALDO PARA 
CONSULTAR EL 
ESTADO DELOS 
GENERADORES. 


_ INGENIERO ALDO, 
e CUÁL ES EL ESTADO DE LOS 
MOTORES Y GENERADORES 
PRINCIPALES P 


ESTÁN TRABAJANDO 
A A SOBRECARGA Y SIGUEN 


BE CALENTÁNDOSE; MUY PRONTO 
7 


; ESTALLARÁN SI CONTINÚAN 
CL 


MÁXIMA POTENCIA. 
FS) 


MUY BIEN, 5 


HE TOMADO MI DECISIÓN, 
PILOTO FIJE CURSO HACIA EL 
CENTRO DEL AGUJERO NEGRO; 
¡VAMOS ATRAVESARLO / 
LINA NAVE DE EXPLORACIÓN LA eeacIs POR RESCA TARNOS "=<| 
ENCUENTRA ALA MALTRECHA EXPLORADORES PAOLÍN Y SOFÍA; LO ÚLTIMO QUE 


NAVE ORFEO A LA DERIVA EN 
ALGÚN LUGAR DEL COSMOS, 
SUS ASTRONAUTAS LA HAN 
ABORDADO Y ENCUENTRAN 
ALOS TRIPULANTES SUMIDOS 
EN UN PROFUNDO SUEÑO; 
LOS DESPIERTAN 

Y CONVERSÁN. 


RECUERDO ES QUE EL TIEMPO SE DETUVO ASÍCOMO 
NUESTRAS FUNCIONES VITALES AL INSTANTE DE ENTRAR 
EN EL AGUJERO NEGRO Y SIN EMBARGO NO MORIMO; 


AHORA TENEMOS QUE VOLVER A TIER' 
ANTES DEL ANO 30 A 
SERÁ IMPOSIBLE; 


AHORA ESTAMOS EN 
EL AÑO 5352 / 


A 
MUCHA SUERTE! 


+ 


UNIDAD 1 


(D) ÁNGULO TRIGONOMÉTRICO 
Es aquella figura generada sobre un plano por la rotación de un rayo alrededor de su origen o vértice, desde una 


(Lado Inicial) 


= mZAOB=0, es (+) 
Sentido 
antihorario 


Sentido 
horario 


: = mZAOC=a, es (-) 
(Lado Final) 
CD SISTEMAS DE MEDIDAS ANGULARES 


Existen muchos sistemas de medida angular, ya que se pueden formar arbitrariamente, dependiendo del número 
de partes iguales en la que se divide el ángulo de una vuelta. A cada parte de esta división se le considera como 
“unidad del sistema de medida”. Los sistemas considerados convencionales son: 


1. Sistema sexagesimal (inglés) 2. Sistema centesimal (francés) 


Unidad Unidad 
+ Grado sexagesimal: (1*) + Grado centesimal: (19) 


Subunidades Subunidades 


* Minuto sexagesimal: (1') * Minuto centesimal: (11) 
+ Segundo sexagesimal: (1") * Segundo centesimal: (1*) 


Equivalencias Equivalencias 


m1 vuelta = 360? m Z 1vuelta = 4009 


142=60' | 1'=60" | 1? = 3600" 19=100” |17=100% |1?=10000% 


Observación Observación: 
abor=a+b+e Ay = 4 yz 


(Notación de un ángulo en grados, minutos (Notación del ángulo en grados, minutos y 
y segundos) segundos centesimales) 


3. Sistema radial o circular (internacional) 
Unidad 


Un radián (1 rad); definido como la medida del ángulo central que subtiende un arco de longitud igual al 
radio de la circunferencia a la que pertenecen. 


Sil=r = Q=1 rad 


Además: 


m1vuelta = 277 rad 


¿ Todos los ángulos giran con ; 
: sentido antihorario : 


¿ Algunos valores para x 


n= 4/3 +42 
n= 2 
7 = 3,1416 
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A he 


A lo largo de la historia, la i 
: expresión de pi (1) ha asumido : 


¿ muchas variaciones. 


: El papiro de Rhird, escrito : 
¿ por el egipcio Ahmes (1650 : 
: a.n.e) afirma que el área de | 
¿ un círculo es como la de un | 
¿ cuadrado cuyo lado es igual al : 


¿ diámetro disminuido en L 


CD) RELACIÓN ENTRE SISTEMAS 


Entre los tres sistemas de medición angular podemos obtener las siguientes equivalencias: 


m1 vuelta = 360” = 400% =21 rad | = | 180? = 200% = x rad 


Factor de conversión 


Llamado también método del factor unidad, se usa para transformar un ángulo de un sistema de medida a 


otro. 


Ejemplo: 
1. Transforma 60” al sistema radial. 


60% = 60% x 1=60* x TIAd _ % pag 


2. Convierte 150% a radianes. 


1509 = 1509 x 1 = 1509 < LIad _ 3 pag 


1807 3 209 4 
factor de factor de 
conversión conversión 


Además, se pueden obtener otros factores de conversión de las equivalencias entre sistemas. Así tenemos: 


Trad = 180? TU rad = 2008 180? = 2009 
nmrad _ rrad _ 1802 _ 9 _ 
—=1 =1 Ss =1 
180 2009 2009 109 


180 _ 4 
n rad 


2009 _y 2009 _ 109 _, 
nrad 180 9 
Fórmulas de conversión 


Sean S, C, R las medidas de un ángulo trigonométrico en los tres sistemas, tal como muestra el gráfico: 


Se cumple: Donde: 


E 
180 200 T 


Fórmula de conversión 


ma, =S* =C9=Rrad 


No 


Para todo ángulo en el sistema sexagesimal. 


S: n.* de grados sexagesimales 
C: n.* de grados centesimales 


R: n.? de radianes 


0. =S* = n.* de grados = S 


a=60xS' = n.* de minutos = 60S Corolario 


Ela 
a. =3600xS"  = n.* de segundos = 36008 an aja con 


Para todo ángulo en el sistema centesimal. 


£ 
10 


a = C? = n.? de grados = C 


a =100C" = n.? de minutos = 100€ 


a.=10000C? = n.” de segundos = 10000C 
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Resolución: 
Colocamos los ángulos en un solo sentido (sentido antihorario): 


2a +30* 


Del gráfico: 
(10% — 0.) + (20. + 30%) — (40? — a) = 180* 
10% + a +2a + 30% — 40” + a. = 180% 
4a — 20” = 180" 
:. a =50* 


Resolución: 
Del gráfico, invertimos el sentido de giro del 4DOA. Luego: 
ZDOA + ZAOB + 4BOC + 4C0D = 360* 


(36x + 45)? + 90” + [-(50 — 10x)9] + 90? = 360* 
36x + 45)? — (50 -— 10x12 L. = 1800 
(30x+ 45)" (50 — 109 E 


(36x + 45)” — (45 — 9x)” = 180” 
36x + 45 — 45 + 9x= 180 
45x = 180 


sd 


Resolución: 
El ángulo es 160? = S = 160 


Aplicando la relación: 


SR 
180 rn 
Reemplazando: 
160 _R 
180 n 


_ín 
159 


; o_ 8n 
-. 160% = 9 rad 


Resolución: 


El ángulo es 24,52 = C=24,5 
Aplicando la relación: 


s_£ 

9 10 

Reemplazando 

Ss_ 245 _ 9(24,5) 
940 >= 
S = 22,05 


¿, 245" = 22:05" = 229 


Resolución: 
El complemento de 75”: 90? — 75? = 15* 
Luego, aplicando la relación: 


45 _R 
180 7 
— 157 adm 
A A 
a 
> => rad (1) 


El suplemento de 144”: 180? — 144” =36* 


Luego, aplicando la relación: 


36_R 
180 7 
— 36. TI 
a 
as B=4 rad =D) 


Reemplazando (1) y (1) en la expresión: 
Tri _ 5n+121 _ 7n 


nn In_ Tn 
A=12+57 60760 00 
pol 70 102 

50 6060 6 

- XL 
. H == rad 
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Resolución: 
Por método de factor de conversión: 
T e TE 180% _ 180 
2“ a” 


T a o 
37 rad = 5,625 


Luego: 

5,625” = 5” + (0,625) x 1? = 5? + (0,625) x 60' 
5,625” =5* + 37,5' =5* + 37' + (0,5) x 60" 
5,625” =5* + 37' + 30" 

5,625” = 5? 37' 30" 


. TT _ o_ 60 ' " 
“- 3) rad = 5,625” = 5" 37' 30 


Resolución: 
De la fórmula general de conversión 
C 


180 200 mn 
S-£_2R_, 
910.” 

EnT: 

7 S+20 _ (0k)+ 2(10k) 


58R 5 Tk ] 


Resolución: 


De la fórmula general de conversión: 
S M4 
T 


180 200 


Reemplazamos en la expresión: 


7 20 a _1 
ETE ETT EII 
[EAN AE AA 
TOS TAL 3 +7=> 
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Luego: la medida del ángulo en el sistema internacional será: 
R=k1= 


5-— 1801 


Resolución: 


A 5T. _ 51 
El ángulo es A rad => R= d 


Aplicando la equivalencia: 


Re 
180 1 


Reemplazando: 


. ÓT paq _99m0 
0 rad =225 


Resolución: 


Sean los ángulos: A, B y € 
Del enunciado: A+B=12* 
B+C=109<> 9" 


_ñ. o 
A+C= 36 <>5 


A+B+C=13" 
— 


12 +C= 13" 
C=1* 


O 0 SECTOR CIRCULAR 


CD) LONGITUD DE ARCO EN UNA CIRCUNFERENCIA 


El arco de una circunferencia es una porción de ella comprendida entre dos puntos. Sea L la longitud de un arco 
AB en una circunferencia de radio R con un ángulo central 6 rad, se verifica: 
Observación 


¿0 rad /) (1) 


CD) ÁREA DE UN SECTOR CIRCULAR 


El sector circular es una porción de círculo limitado por dos radios y el arco correspondiente. Sea $ el área del 
sector circular AOB de ángulo central € rad y de radio R. Se verifica: 


A 
R 
_ 0r? 
Ñ Ñ $ 
R 
B 


De las expresiones (1) y (2), se deducen las siguientes expresiones para el cálculo del área de un sector circular: 


_LR us E 


CD ÁREA DE UN TRAPECIO CIRCULAR 


El trapecio circular está definido como una porción de corona circular, limitada por dos radios. El cálculo de su 
área se obtiene de la expresión: Recuerda 


Propiedades 
1. 
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Recuerda 


Observación 
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CD APLICACIONES 


1. Ruedas - n.* vueltas 
Si una rueda gira por una superficie de forma dada, se cumple: 


PL. -.-- 


Donde: 
Y JA Ny: Número de vueltas que da la rueda al desplazarse de A hacia B. 
8: giro de la rueda en radianes. 

L¿: longitud recorrida por el centro de la rueda. 

R: radio de la rueda. 


_ ko 
VO 2; 

_ ko 
yo 21Ry 


* En cada caso si A gira un ángulo 6, entonces B 
girará otro ángulo 05. 

+ Además, las longitudes de arco que se desplazan 
son iguales, es decir: 


De donde se concluye: 


0, =0» = n=n 


84, 87: ángulo de giro realizado por Cy y C> 
respectivamente. 


Ry; R>: radios de C, y Co. 


ny, N,: número de vueltas de Cy y C». 
Ruedas unidas por un eje 


Y y Problemas resueltos 


ED En 1a figura, S, -S, = Ln, halla a. Lam = (21)(20) = 40r 

> 2d =40r => d = 20r 
Líz = (39)(2r) = 69r = 3d 
Por dato: OA = L¿p =2r 

- 21 =30(2r + BD) 


0 MIN ¡a = 
H1=+2 == 3 +4 Bo = 27-46-90) 
30 30? 
Resolución: s, = (04201, 3dt 3d? 
Tenemos: A ' 2 2 40 


S, = pe e Jeo = (38 4 570 z 30) 


= Eco + 1)(1 — 30) = E - 90?) 


S,-Si= hn 


s,+8,= 3%, 4% 4902) 


(100 +60), Ba+a),_ e 40 60? 
2 2 ÓN , 
42, 4 3 
4(82)- (40) =Ln 51+32= u4t 2| 
7 2 2 
320 —da = Ln S.+S ra 
2 LPR 120? 
280 = Ln a? 
S¡ +S,= (290%) 
A 128 
QU = == 
8 


ED Halla el área de la región sombreada, si: 


a , In OA =0B =AP =AQ = 4 cm 
Bd) de gráfico, calcula el área sombreada en términos de 0 y d, 


además OA = L¿p. A 
A 


" Resolución: 
Resolución: AO = 0Q = 0B = Radio 
A Tenemos: 
15* = 17 rad 
Luego: 
TT 

s=H4f 
De la figura: =2 E 
OA =2r ds qn 
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ED De la figura, halla S, en función de S; y S). 


Resolución: 
De Sy: 
S,= , .¿sa= e 
De Sy: 
S¡ = 20 == 5 
De S;: 
S, = ES b? - 2 
Por Pitágoras tenemos: al =0? +p? 
Doa PLL > 528148) 


ED De la figura mostrada, ¿cuál es el área de la región sombreada, 
Si Lag = 2 m, L¿p= 4 m, además AOB y COD son sectores 


circulares? 


C 


0 


Resolución: 


Tenemos que: 

L=08R 

Para 

M0B:2=1.R (1) 
C0D:4=R+r ...(2) 


12 l Intelectum 5.2 


De (1) y (2): r =2 
Luego: 


As (25 2)10(5) 


A= (5) (1) 


A=(6 — n) m? 


6 ES tienen dos ruedas tangentes con centros fijos, si A gira 64 


teniendo un radio igual a 20, calcula el diámetro de B si esta gira 


a AE L9E 

05, además: da 10 

Resolución: 
Se cumple: L, =L, 
Ba ps Ra = 0 ás Ra 
9 2 - 
O, * 20=Rg 

9 

Ra = 70 .20=18 


Piden: 2Rg = 2(18) = 36 


En el sistema mostrado la polea de radio 1 da 4 vueltas. ¿Qué 


ángulo gira la polea de radio 4? 


E 
SI 
Resolución: 


Las poleas D y C están unidas por fajas entonces: 


Mpip = Acre 
(4)(1) =n2(2) 
nc =2 


Las poleas B y C tienen el mismo eje por lo tanto: 
nc = Mg = 2 


Finalmente, A y B están unidos por fajas, se cumple: 


DAA = Mig 
na(4) = (2) 3 
IA 
77 4) =6 
= a 180%. 
04 = 3n rad = 3n rad erad 


04 =5400 


EJ) Cuántas vueltas da la rueda mostrada cuando gira sin resbalar 
desde A hasta B (considera n = 22/7) 


Resolución: 
Para el ejercicio, sabemos: 


_ BR) 
m= (1) 


Por dato: 
R= 14 cm, 


Lip = 0 = 11 cm => 0= 


r=2cm 
141 
14 


En (1): 


W= "22 


> m=%=075 


... La rueda da 0,75 vueltas desde A hasta B. 


ED En el sistema de poleas mostrado, cuando la polea D da 6 vueltas, 
la polea A da 28 vueltas. 
¿Cuál es el radio de la polea A? 


A B 
Qu) 2 
Resolución: 


Poleas C y D unidas por una banda, entonces: 
Ncte = Apio 
nc(2) = (6)4 
nc = 12 
Poleas C y B unidas por el mismo eje: 
Nc =Ng= 12 
Finalmente, A y B poleas en contacto, entonces: 
Dafa = Mglg 
(28)r, = 12(7) 
l=9 


q 


EM) os gráfico, la rueda se traslada de A a C sin resbalar, la longitud 
que recorre el centro de la rueda de A a B es igual a 17 m. Si la 
rueda da 7 vueltas desde A hasta C, ¿cuál es el radio de la rueda? 


(Considera 1 = 22) 


7 
AM 
B (0; 
H—— 27 m ——— 
Resolución: 


De la expresión: n, = 


E, 
2nr 


De los datos: 
l =0 +0 ;n/=7 
0, =17 +27 
0, =44 m 
Reemplazando: 
= 4 
2rr 

FS 22 = 22 

Tr 7 22 

“7 


z 


.r=1m 


111 43 la siguiente figura O y O, son centros. Calcula el perímetro de 
la región sombreada. 


Pp 
y 
3 cm 
OS N O, 
Resolución: 
En el gráfico: 
2) 
Ly, 
3 cm 343 cm 
Ps 
0 Ñ O, 
En el JOPN: Lfy = De r)6 cm) = 1. cm 
En el 00,PM: Lg = (7 Jev3 cm) = En cm 


En eltsOPO,: MN + OM + NO; =6 cm 
pa A 


3 cm + MO, — MN = 6 cm 
3cm+343 cm- MN=6cm= MN= (3/3 — 3) cm 


Piden: (a + En +3/3 — 3) cm 
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RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 


My] 0 £NGULOS ASUDOS 


5 Sabemos que: 
ED ANC <D 
¿ Entonces: 


¿a [e] 
A 


¿| sena<1 A cosa < 1 


: Análogamente: 


¿| csca>1 », seca > 1 


Atención 
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CD DEFINICIÓN 


Son los diferentes cocientes que se obtienen entre las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo, con 
respecto a uno de sus ángulos agudos. Sea el triángulo rectángulo ACB, respecto al ángulo agudo A definimos: 


Se cumple: 
+ Ángulos complementarios 


mZA+m2B =90* 


* Teorema de Pitágoras 


2 


a +b?=0? 


CD) PROPIEDADES DE LAS RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 


Razones trigonométricas recíprocas 


Para un mismo ángulo, si el producto de dos razones trigonométricas es igual a la unidad, entonces son 


recíprocas. 
Ejemplo: NoE 
Calcula B + 20", si PB es agudo: Sem o milasagados 
sen36"cscf = 1 ) senacscx= 1 => a=x 
send6” = ascp. cospsecy=1 = PB=y 
sen36? = senf tanOcotz = 1 > 8 =T 
PB agudo: 
> p=36" 
“. B 420% = 56 


Razones trigonométricas de ángulos complementarios 


Sean a y B ángulos complementarios (a. + $ = 907), se cumple: 


* tan70? = cot20? 


Ejemplos: 


* sen40” = cos50? * sec30” = csc60” 


Razones trigonométricas de ángulos notables 


Estas razones se obtienen a partir de triángulos rectángulos notables donde la proporción entre sus lados y la 
medida de sus ángulos interiores es conocida. 


<] 
60* 
2k 
k 
30? dl 
V3k 
dl 
45" 
2k k 
Ao? d 
k 
el 
5k 3k 
A E 
4k 


A partir de estos triángulos rectángulos se pueden obtener otros notables: 


dl > A 
vi0a V5a 
a a a 
DIN Mn a O 
) 58 a 2a a 


a(V2 + 1 


Ejemplos: 
1. Calcula tan15”, en: 


Observación 


Ñ Observación 
Resolución: 


En el triángulo ACB notable de 30% y 60* 
prolongamos CB hasta el punto P, tal que BP = BA. 
Luego, ABP isósceles; en el AACP: 


m4 APC = 15? 
Entonces: 
o 1 
tan15* = ——— 
2443 
Resolución: 
El triángulo rectángulo BCD es notable de 53* y 37”, 
como BC = 6, entonces: BP = = 
En el triángulo isósceles BPA: BP = AP = Z 
Luego en el APE notable de 30? y 607, se tiene: 
AP. 
ala 
-15 
X= 
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Problemas resueltos 


Resolución: 
Del enunciado: 
de Luego: 
N Q = tanatand 
a 
=2£ 
C ge c'a 
4= 41 
Resolución: B- a M a => 208 
2 2 ú= 1 
| a 27 


Trazamos BH y NM los cuales determinan puntos medios en AC y 
HD respectivamente. De la figura, tenemos: 


N ú= 1 
CT dia 29 Resolución: 
yt ; M 2 Trazamos la altura BH = 4a 
> 2 
2 Eo 


Ex APB notable de 45*: 
AH =BH= 4a 
RA Ex BHM notable de 37? y 53”: 
Sea b ángulo agudo en el AABC: HM=3 
A = 3a 
Por el teorema de Pitágoras: Luego: 
a 13748 AM=MC=7a 
2 
x=16-3 En ABHC: 
A Oe x= /13 
Cc BA -BH_ 4a 
; tanó = Ac = 10 
Eny: -. tan0 = z 


J= 1305c%p + 3tan?p 


ie AN 


2 
lesa. =E=48 


"(113y? 3 Resolución: 


J=16+13 
.J=29 


Sabemos que: 


pe E 
senfesch =1 A tando cot20 


tan(30 — 609) = cot28 
Por ser co-razones tenemos: 
(39 — 60%) + 20 =90* 
50 = 150% 
+0 =30* 
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(6) Si: cos(3x — y + 10%)sec(x — y + 50) = 1, 
calcula: J = sec3xcos (2x +55) 


Resolución: 
cos(3x — y + 10%)sec(x — y + 509) = 1 
cos y sec son razones recíprocas: 
3x— y + 10% =x— y + 50% 

2x=40* 

x= 20" 

En y: 
J =sec3xcos (2x + 5") 


J=sec60*cos?45" 


1214) 
“.J=1 


cos3xsec69” = 1 A tany = cot63”, donde y, 3x agudos. 


Calcula: P =csc*(2x — 1*)sen?2y + 6") 


Resolución: 
De los datos: 


cos3xsec69” = 1 
cos y sec son razones recíprocas: 
3x = 69" 

x= 23" 
tany = cotb63” 
y; 63” son ángulos complementarios: 
y + 63" = 90* 

y=27" 

EnP: 
P= csc”(2 23 — 1%) . senY(2.27 + 6%) 
P =0csc?45" . sen?60? 


0-27) 
.P 


l 
N]uw 


ED Halla (a + b) en las siguientes expresiones: 
sen(a + 30%) = cos(4a + 109) 
tan(b + 20%)cot50* = 1 
siendo a y b agudos. 


Resolución: 


De los datos: 
sen(a + 30%) = cos(4a + 109) 
(a + 309) y (4a + 109) son ángulos complementarios: 
a +30" + 4a + 10” = 90? 
5a = 50” 
a=10* 
tan(b + 20%)cot50? = 1 
tan y cot son razones recíprocas: 
b +20? = 50* 
b =30* 
..a+b=40" 


ED Calcula 008, si ABCD es un cuadrado. 


B_ 18 ¡E 
A 
OL 
A D 
Resolución: 
B 18 0 
q - A - R> 
24 24 
lp [y 
Trazamos QP y PR: 
Ex AQP notable de 37* y 53? 
=> 0=53" 
Ex DRP notable de 16” y 74? 
=00=74 
Luego: 


0+0+a=180* 
53 +74 + a = 180% 


a =53* 
E A > E 
«009 = COS o) = 5 


10 ) En un triángulo rectángulo ABC (recto en C), se cumple: 


senA + senB + cosA + cosB = 3 
Calcula el valor de E: 
E =tanA + tanB 


Resolución: 
Del enunciado, se tiene el gráfico: 
A « senA=2 1 cosA=? 
Cc G 
b S « senB=2 y cosB =2 
C G 
Cc a B .«a2+bó=c? 
Del enunciado: senA + senB + cosA + cosB = 3 
a,b,b,9a3_4a+b_3 
A AO ce c 2 
(a+b?_9_a+bó+2b_9 
Luego: => a =4 
Cc C 
+2 9_2ab_5_ ab _5 
e? 4 E 4 ay 0 
dass ab. ab? 8 
Piden: tanA + tanB = b + Aa 
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RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 


| O RECTÁNGULOS 


Atención 


: El área de una región : 
: triangular está dada por el : 
: semiproducto de dos de sus : 
: lados multiplicado por el seno : 
: del ángulo que forman dichos : 
¿lados : 
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CD CASOS 


Se presentan los siguientes casos: 
Conocidos un ángulo agudo (a) y la hipotenusa (b) 
A 


Datos: hipotenusa “b” y un ángulo agudo “a 
Incógnita: determinar los catetos en función de “b” y “a” 


En el ix ABC: sena = ES. = BC =bseno. 
AB 


di ad AB = bcoso. 
Conocidos un ángulo agudo (a) y su cateto opuesto (a) 
A 
Datos: cateto opuesto “a” y un ángulo agudo “a” 
Incógnita: determinar el otro cateto y la hipotenusa en función de 
tar y “a” 
B a C 


En el mABC: coto = 22 = AB=a coto 


esca = AC > AC=a ceca 


a 


Conocidos un ángulo agudo (a) y su cateto adyacente (c) 


A 
Datos: cateto adyacente “c” y un ángulo agudo “a” 
C Incógnita: determinar el otro cateto y la hipotenusa en función de 
cil y “a” 
B C 


En el lx ABC: tana = ee > BC=ctana 


seca = 2£ + AC =0 seco 


Ejemplos: 
1. Del gráfico, calcula “x” en términos de “m” y “0”. 


Resolución: 
ZA AED: isósceles: mXEAD = m<EDA 
entonces: AE = ED = m 


Ex EDC: por ángulo exterior: maXCED = 20 
además: CD = EDtan20 
x= mtan20 


2. Según el gráfico, halla el perímetro del cuadrado ABCD en función de 6 y m. 


B C 
E 
E 
0 
A D 
Resolución: 
Ex ADE: AD = AE cos6 


= m cosó 
Luego: 2p = 4m cose 


3. Del gráfico que se muestra, halla x en términos de a y a. 


Resolución: 
FJABCD: AD=a+x 


Ex MAD: MA =AD tana 
X= (a + x)tana. 
xX=a tana + x tana. 
X(1 — tano) = a tana 


_ atana 
x= 7 tana 


CD EFECTUAR 
1 
2 
3 
4 


L=secAsecCsenCsenA 


L=senC.senA 


L(sec?A - cot?C)(csc*C - tan?A) 


5. En un triángulo rectángulo los lados mayores miden 3 
y v/5, calcula el seno del menor ángulo agudo. 


agudo. 


. En un triángulo rectángulo ABC (B = 907), reduce: 
. En un triángulo rectángulo ABC (B = 907), reduce: 
. En un triángulo rectángulo ABC (B = 907), reduce: 
. En un triángulo rectángulo los lados menores miden 1 


y 4/7, calcula la cosecante del menor ángulo agudo. 


6. En un triángulo rectángulo un cateto es el doble del 
otro, se pide calcular la cosecante del mayor ángulo 


Importante 


La hipotenusa de un triángulo 
rectángulo está relacionada 
con secó y cscO 


B 
yA 


secd = £ =C=b secó 


0500 = == a csc0 


Luego: 


co bseno 
O acsco 


Á O 
b 


7. La figura mostrada es un trapecio, calcula: 
M= /5 sen0 tan 0; (AE = BE = BC) 


8. Enun triángulo rectángulo el cuadrado de la hipotenusa 
es 5/2 del producto de los catetos, halla el valor de la 
cotangente del menor de los ángulos agudos. 


9. El perímetro de un triángulo rectángulo es de 338 m. Si 
la tangente de uno de los ángulos agudos vale 2,4 m, 
¿cuánto vale el cateto mayor? 
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ED) Si en el gráfico: 2AM = MB 
cos(8—a) 


Calcula: E = 222 
cos9.cosa 


Resolución: 


BD = 2nseca 
BH = 3ncoso 


= cos(8 — aL) 


— BH _ 3ncos9 _ 3 
BD  2nseca 2 


_ cos(9-a) _3 


cos . cosoL 


cos8.cosa. 2 


A 
Del gráfico, halla: 42448 
ED el grafico, halla E 


B 
«D, 
a Ps 


Resolución: 
Sea: HC =m 


A A: Sc 


En el 4BHC: BH = mtano 
En el 4AHB: AH = BhHtan6 

AH = mtan?o 

mtan?0) (mtano 2tan? 
Mae ( 2 ) _ mótanó0 


Ava = Mimtan6) _ métano 
vABHC 2 == 2 


ñ m?tanó9 
=> amb - 2 — tanto 
Ane  mtano 
2 
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C 
SY E 


Resolución: 


Por áreas: 
AN(ACB) =A, +A) 


ab_bx o, ax o 
q sen45” + > sen45 


2 
ab _ bx Y/2 ,2x Y2 
2 22 22 
Reduciendo: 2ab = xV/2 (a + b) 
E ab/2 
(a+b) 
DD De la figura, halla tana.. 
D 
4 
Resolución: 
D 
/ 
a 
AZ 2a B atana C 
| acota | 
Del gráfico: 


acota. = 2a + atana 
cota. = 2 + tana 


tana + 2tana — 1=0 


ia HÉS ES _-2+2/2 


2 


tana =V/2 +1 V tana =-4Y2-1 
Como a es un ángulo agudo: tana. > 0 
“tana =4V2 +1 


UNIDAD 2 


ÁNGULOS VERTICALES Y 
HORIZONTALES 


CD) ÁNGULOS VERTICALES 


Son aquellos ángulos ubicados en un plano vertical que en la práctica, son formados por una línea visual (o 
línea de mira) y una línea horizontal, como resultado de haberse efectuado una observación. Estos ángulos se 
clasifican en ángulos de elevación y ángulos de depresión. 


e 


: Cuando se observa la totalidad : 
: de un objeto se genera un ¿ 
: ángulo de observación: E 
Línea horizontal : 


hue” 
ee NS 
yNe- 


B: ángulo de depresión 


a: ángulo de elevación 


Ejemplos: 


1. Desde dos puntos separados 84 m, se observa la parte alta de un poste que se encuentra entre ellos con 
ángulos de elevación de 37” y 45”. Halla la altura del poste. 


Resolución: 


Del gráfico: 
3k + 4k = 84 Importante 
Tk =84 

k =12 


da M AS Piden: h = 3k 


) 84 m = 3(12) 
= 36 m 


159) 


. Desde un helicóptero que se encuentra a 100/3 m sobre el nivel del mar, se observan dos botes cuyos 
ángulos de depresión son 15* y 75”. Halla la distancia que separa a los botes. 


Resolución: 


Del gráfico: 

10043 cot75” + d= 10043 cot15" 
d = 10043 (cot15” — cot75”) 
d=100/3 (2+ 4/3 - (2-43) 


H100 4/3 cot75+ d y 
H———— 100 /3 cot15” ———— d=100/3(2/3) 
d =600 m 
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Observación 


cian , 


: El opuesto de una dirección : 
: dada se obtiene cambiando : 
: las direcciones que aparezcan : 
: por sus respectivos opuestos, : 
¿ sin cambiar el ángulo. E 
¿ Dirección Dirección opuesta : 
¿o NaE Sao 
N1/4NE S1/4SO 


CD ÁNGULOS HORIZONTALES 


Son aquellos ángulos ubicados en el plano horizontal, que en la práctica son determinados por el uso de la rosa 
Náutica. 


Rosa Náutica 

Llamada también compás marino, es un instrumento de orientación que permite localizar un punto respecto de 
otro llamado referencia; haciendo uso de las llamadas direcciones o rumbos (32) y los puntos cardinales (N; S; 
E; 0) formando entre dirección y dirección un ángulo de 11915". 


0=11%15' 


Rumbo 

Es el ángulo agudo horizontal que forma la dirección de la persona u objeto con respecto al eje norte-sur, 
cuando esta se desvía hacia el este (E) u oeste(O). 

Dirección 

Es la línea recta sobre la cual se encuentra la persona u objeto con respecto a una rosa Náutica, quedando 
determinada dicha dirección por su rumbo. 


N 
A 
a El rumbo de A con respecto a P es 0 al este del 
0 E norte. 
P La dirección de A con respecto a Pes N 0 E (norte 
0 este). 
S 


Ejemplos: 
Dos autos parten desde un mismo punto A; el primero en la dirección NaE y el segundo con rumbo S2aE. 
Cuando el primero recorre 20 metros y el segundo 21 metros, la distancia que los separa es 29 m. Calcula a. 
Resolución: 
Notamos que el triángulo BAC es rectángulo, ya que 
se cumple el teorema de Pitágoras. 
Luego, tenemos: 
a +90? + 20. = 1802 
3a +90* = 180* 
3a =90* 
a =30* 
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ED Un castillo se encuentra en la parte más alta de una colina que 
tiene una inclinación de 15” con respecto al plano horizontal. 
Desde un punto sobre la colina a 18 m del pie del castillo se 
observa su parte más alta con un ángulo de elevación de 45”. 
Halla la altura del castillo. 


Resolución: 


18cos15”tan45* 


Se observa que: 
h = 18cos15*tan45” — 18sen15* 


h=9/2 m 


ED) Desde un punto se observa la parte superior de una torre 
con un ángulo de elevación a; y desde el punto medio de la 
distancia que separa el pie de la torre y el punto, el ángulo 
de elevación es el complemento de a. Calcula la tangente del 
segundo ángulo. 


Resolución: 


Sea la altura de la torre: m 


Del gráfico: 
coto. = 2% 
m 


o = = 10M 
tan(90* — a.) = cota. == 


2-M>m=42x 
mx 


Nos piden: 


tan(90* — 0) = 21-422 - 2 


ED Desde lo alto de un faro se observa, a un mismo lado, dos barcos 
anclados, con ángulos de depresión de 53* y 37”. Si los barcos 
están separados una distancia igual a 28 m, ¿cuál es la altura del 
faro? 


B C D 
H— 3x ——IH— 28 m —| 


Sea la altura del faro: 4x 3__4x_ 
En el M ABC (37; 537) 4 3x+28 
BC =3x =>x=12 

En el IM ABD (377; 53%) Nos piden: 
tan37? = —X 4x = 4(12) = 48 m 


— 3x +28 


MD) Karen observa la parte más alta de una torre de 
12 m con un ángulo de elevación igual a O. Si avanza 13 m lo 
observa con un ángulo de elevación igual a 20. 


Calcula: E = 2cot- = 4/13 


Resolución: 
Interpretando los datos: 


A B 
HH 13m ——5m — 


Del gráfico: AB=BC= 13m 


Entonces, por T. de 
Pitágoras: BD =5 m 


Nos piden: 2cotó- 4/13 


Entonces: 
9 _ 64/13 +18 
sir A E 


Reemplazamos: 
Trazamos CP, de tal modo que: _ 06/13 +18 
PA=AC=x E-2| 12 413 
 E=3 


Por T. de Pitágoras: 
2 = 18? + 12% = 468 
x= 64/13 


ER Dos ciudades A y B están separadas 50 millas una de la otra. La 
ciudad B está situada con respecto a A, 58” al este del sur. Una 
tercera ciudad C se ve desde B en la dirección 62” al oeste del sur. 
Calcula la distancia en millas de la ciudad B a la ciudad C. 


Resolución: 


MACB es notable: 
=> X= 25 millas 
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Recuerda 


Atención 


Recuerda 
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RAZONES TRIGSONOMÉTRICAS DE 
PO) ÁNGULOS EN POSICIÓN NORMAL 


CD) ÁNGULO EN POSICIÓN NORMAL 


Todo ángulo trigonométrico dibujado en el plano cartesiano con su vértice en el origen de coordenadas, con 
su lado inicial en el eje positivo de las abscisas y su lado final en alguno de los cuatro cuadrantes es llamado 
ángulo en posición normal. 

Observa el siguiente gráfico: 


YA 


Lado final 
Lado inicial 
| Las [ 


(0) 
le Ñ 


v 


o: ángulo en posición normal 


Como indicamos anteriormente, el lado final de un ángulo en posición normal puede pertenecer a alguno de los 
cuatro cuadrantes, pero también puede coincidir con alguno de los ejes coordenados. A este tipo de ángulos se 
les llama ángulos cuadrantales. 


Los principales ángulos cuadrantales son: 


y y y y 
90? 180? 
O Xx 0 Xx 2700 Xx e. X 


La medida de un ángulo cuadrantal es siempre un múltiplo de 90*, es decir: 


90.nó 5 MNEZ 


Las razones trigonométricas de un ángulo en posición normal son: 


Ejemplo: 
Observa el siguiente gráfico y calcula las razones trigonométricas del ángulo a: 


Resolución: 

r=/(3)*+ (5)? =/9+25 = /34 

sena = E 54 csca = Pé 
cosa == e seca = 44 
tana = > cota. = + 


CD RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS CUADRANTALES 


Anteriormente ya hemos visto la definición de un ángulo cuadrantal, en esta parte conoceremos las razones 
trigonométricas de cada uno de ellos. 


ND: no definido 
q) ÁNGULOS COTERMINALES 


Para que dos o más ángulos sean coterminales deben tener el mismo lado inicial, final y vértice. 
Observa los siguientes gráficos: 


—a y O son ángulos coterminales 4 y — o son ángulos coterminales 


Las razones trigonométricas de ángulos coterminales son iguales. Tomando como ejemplo el gráfico de la 
izquierda tenemos: 

sen(—a) = send csc(—a) = cscO 

cos(—a) = cosO sec(—a.) = sec 

tan(—a) = tanó cot(—a) = cotó 
La diferencia de dos ángulos coterminales es una cantidad exacta de vueltas, que se representa por: 


De lo anterior se puede deducir que para hallar los ángulos coterminales de un ángulo solo se le debe sumar 
a este un número entero de vueltas, es decir: dado el ángulo € en general sus ángulos coterminales serían de 


la siguiente forma: 
Ejemplo: Se cumple: (3y +2? =5 
Si cos8 = —0,6 y tand > 0; halla: 9+a=25 
H = tan0 + senO al =16 
secó (a<0)>a=-4 
Resolución: * tanó =2 = — = -- 
--06--3 E 
cosO = —0,6 = 5 > 0sé <0 «seno =L= 4-4 
=> cos9 < 0 A tan9 > 0 > 8 e NIC ' ed 
E Ele = —=-= 
secó 23 3 
Reemplazando en la expresión 
Elli E 
Lale ME 
5 5 
3 3 


Importante 


Observación 


Recuerda 
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Resolución: 


Se cumple: 
a +8%= 
EN 
(a < 0) 15 d 
a =S3a=- 
cota = L == =-4 
Piden: E = secó — tanó y 
Es 1 8 Reemplazando: 
= (25) (54) ¡AA 
M=-22/-4 
Es =1748_-9__3 dl 7) ] 
15 m5 


Resolución: 
Del dato: cosO = +2 


Como 6 e I1IC, entonces el cos8 es negativo, por lo tanto: 


S.L 
cosO = 3 
Resolución: 
OA _ 15k 
Por dato: BH => a 
Luego: 12 =x2 + y? = 3?=(-1) Analizamos los siguientes triángulos: 
En el triángulo BHD: En el triángulo AHD: 


2 D D 
+ N S 
Del des y <0, entonces: y = 242 12k [97 12k 
az 
tan0 = =24/2 - A A d 
HB A 16k H 


e 
Xx E 1 4/2 _ 42 
y 


aBS “27 2. 4 En el gráfico, tenemos: 
Reemplazamos: 
B=2/2+%£ 12 = az 
a 7 
B= Em 


Del gráfico: 
DH = 31k (medida de la abscisa) 
HD = 12k (medida de la ordenada) 


Resolución: 4 : z 
06 24 Así encontramos un punto en el lado final del ángulo a: 
Del dato: cosa. = 400 5 DiStK: 12k) 
Luego, nos piden calcular: 
Como 3% <g <=r = a ello cota =2 == 57 
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REDUCCIÓN AL PRIMER CUADRANTE 


CD DEFINICIÓN 


Es un procedimiento que permite calcular las razones trigonométricas de ángulos trigonométricos de cualquier 
magnitud relacionados con RT de ángulos del primer cuadrante. Estas relaciones se establecen debido a que 
las RT son periódicas, es decir, repiten sus valores en cierto intervalo o periodo. 


1.* caso 


Para ángulos menores que una vuelta: 


180 +0 | 2707+0 360" 
2700 | 360 -0 


Ejemplos: 
Reduce al primer cuadrante: 


ell C 
==, 
1. sen145”= sen(180* — 35") 
=sen(2 x 90” — 359) 
= sen35” 


elvC 
Par 
2. tan280% =tan(270* + 10) 
=tan(3 x 90* + 10%) 
=-—cot10? 


2.” caso 
Para ángulos mayores de una vuelta: 


RT(n x 3602 + 0) = RT(0);n e Z 


Ejemplos: 
Reduce al primer cuadrante: 


1. tan600”= tan(360* + 240") 
= tan240? 
= tan60* 
= /3 


2. sec3000” = sec(8 x 360? + 120%) 
sec120? 

—sec60” 

-2 


E 
RTnx00" +0) = (e 


(+) RT(0), si n: par 
) Co-RT(0), sin: impar 


elvC 
lr _ 3, 
3 secp— =seo| > +4) 


. cot(m + 0) = cot 


e 111 C 


Mr _ 90T,T 
3. sen 6 =sen( 6 +4) 


Ml T 
=sen(m +5) 
e A 
= > 7) 
555+0)= tan 261 +3 48 
2 2 
= tan[ 97. 
=tan( > +0) 
= — coto 
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Recuerda 


Atención 


a sen(a — BB) = sen[—(P — a.)] 

sen(a — PB) = -sen(f — a) : 
Análogamente se cumple : 
para: : 
tan(a. — P), cot(a. — B) y csc(a — P) ; 


: 2. cos(a — B) = cos[—(P — a)] 

cos(a — PB) = cos(B — a) : 
Análogamente se cumple : 
para: sec(a — f) : 


N 
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3. caso 
Para ángulos negativos: 


bolo od =-sen8  cot(-0) = 
sec(—8) = secO 
csc(-0) = 


cosO 


Ejemplos: 
Halla el valor de las siguientes RT: 


1. sen(-690*) = — sen690* 
= — sen(360 x 1 + 3307) 
= — sen330” 
= — sen(4 x 90* — 30%) 
= -(—sen30”) 
ol 
2 


2. sec(-585”) = sec585” 
= sec(360 x 1 + 225”) 


= sec225” 
= sec(3 x 90? — 45) 
= —csc45” 
(0 
Propiedades 
1. Sia +p=90 2. Sia. + PB = 180? 
=> seña = cosf = sena = senf 
tana = cotf3 cosa. =—cosp 
seca = Cscp tana = —tanf 
Ejemplos de aplicación: 
1. Calcula M, si: 
5T Tr tir 


M= tan<5 + tan 12 — tan 7) — tan 7 


Resolución: 

p/z STy _ gon OT 

n47 = tan(r =49)= tan 

tm _ AA 
tan, = tan(r 12) tanz> 
Reemplazamos: 

5T 5T 

M= tan + tan = (- tan 7) (- tan35) 


5r BT T 
M= tans> + tan 12 + tan 12 +tanz> 


Br 
M= 2] tan-7 + tan 
Pero: tanJ5= tan15* =2- 4/3 


tan = tan75* =2+Y/3 


Luego: M= 2[2-— 4/3 +2+43] 
.M=8 


—tan0 


) = — cot6 


—cscO 


3. cot(-2782*) = — cot2782* 
=- cot(360* x 7 + 262”) 
=- cot262” 
=- cot(2 x 90* + 82”) 
=-— cot82” 
E 
7 
4. cos(-1965”) = cos1965” 
= cos(360* x 5 + 1657) 
=Cos165” 
=cos(90* + 75”) 
=-sen75” 
ES 
4 
3. Si:a. + fB= 270 4. Si:a.+fP= 360% 
= sena = —Cosp = sena = — senf3 
tano. = cotf coso. = Cosf3 
seca = —cscp$ tana = — tanf$ 
2. Halla el valor de f del siguiente sistema de 


ecuaciones trigonométricas: 
sen(sen%a) + sen(r + senf) = 
2 


sen(cos“a.) + cos (m + 2senf) = 


Resolución: 


De la expresión (1) tenemos: 


2 


sen(sen“a) — sen(senf) = 


=== 
sena = senf ..(a) 


De la expresión (11) tenemos: 
sen(cos?a) = cos(>- — senf) 


O 


cosóu + e — senf = 90” 


> cosa =senf .(b) 

Sumamos (a) y (b): 

sena + cosa = senf + senf 
1 = 2senf 


= senf = - = sen30* 


Resolución: 

sen150* = sen(180* — 30%) = +sen30* = - 

sec300” = sec(360* — 60%) = +sec60” = 2 

tan135* = tan(180* — 45%) =-—tan45” = 1 

tan315” = tan(360* — 45%) =-— tan45* = 1 

cos240” = cos(180* + 60%) = —cos60” = L 

Reemplazando: 

a O 
EE 30003 

2 2 
Resolución: 


, — Sen(360*+120“Jeos(180* — 30*)tan(2x 360" + 210) 
= —c0t(180* + 60”)sec(360* + 300*)csc(360* — 30”) 


_ —sen120”cos30”tan210* 


—cot60”sec300*csc30? 


_ sen(180*—60)cos30*tan(180* +30*) 
_ cot60”sec(270* + 30% csc30* 


_ sen60*cos30”tan30” a EJ 
ES cot60"csc30”csc3o” uN 


Resolución: 
Descomponemos los ángulos: 


sen(m + E)tan(n a E)osc(m 4 z) 


pe 4 3 6 
cos (27 - E )cot(m + E )sec(2m - Z) 


(cos 5) cotz)(sec E) 


1 2 42.43.2243 _ 
A 
A=-34/2 


Resolución: 


555..25=4+25=4+1 R =sen(5+ a) 


R = sen((4 + 17 +a) -.R=c0sa 

R= sen(Ín + SE a) 
escalas ocio AM 

Resolución: 

E= cos(1067 Ss e )sen(107n ES q )tan(3027 + 5) 

E= (cos DL cos tan 5) 

BIO 


Resolución: 


Por dato: A+B =90* =>A=90* —B 
Ordenamos la expresión: 


sen[2(A +B)+B] tan(90* — 2B) 
cos[2(A+B)+A]  tan[3(A+B)+2A] 
sen(180? +B) cot(2B) 

cos(180 +A) — tan(270” +2A) 


P= 


P= 


_ senB 


p- =senB __cot2B 7 
cos A 


=cosA  —cot2A 


Tenemos que: A+ B = 90” > senB = cosA 

2A + 2B = 180* > cot2B = —cot2A 
Reemplazamos en la expresión: 
p- senB , _cot2B__4_4_g 


senB  —cot2B 


cot2B 
ñ cot2A 


Resolución: 


Del dato: 2f(x) + f(-x) = senx 2. (1) 
Reemplazando x por —x en (1): 

2) + f(x) = sen(-x) =-—senx  ...(2) 
Sumando (1) y (2): 3f(x) + 3f(-x) = 0 

> f(-x) = 1(x) 

Reemplazando f(-x) = —f(x) en (1): 

2f(x) — f(x) = senx = f(x) = senx 

A= [sen($ + x) + sen(m + xP + 2SeNXCOSX 
A = [cosx — senx]? + 2SeNxCOSsx 

A =cOosóx — 2c0osxSenx + seníx + 28enxCOSxX 
A=1 
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CIRCUNFERENCIA 
PY) TRISONOMÉTRICA 


| Nota Y A " CD) DEFINICIÓN 
¿ La ecuación de la circunferen- ¿ Es aquella circunferencia cuyo centro coincide con el origen de coordenadas rectangulares y cuyo radio es igual 
¿cia trigonométrica es: ¿— alaunidad. 

+ y =1 


Medida de un arco 

positivo Donde: 
A(1; 0): origen de arcos 
B(0; 1): origen de complementos de arcos 
A'(1; 0): origen de suplementos de arcos 
O(0; 0): origen de coordenadas 


Medida de un arco 
negativo 


C) LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS 


Son segmentos dirigidos, de medidas positiva y negativa, los cuales nos representan en la circunferencia 
trigonométrica el valor numérico de una razón trigonométrica de un ángulo o número. 


l. Línea trigonométrica seno 
El seno de un arco es la medida del segmento que une el extremo del arco con el eje de las abscisas. 


Gráfica Variación del seno 


eneeiea pios : 


¿Variación analítica del seno 


sen5 = E 
: MN = [sena] A PQ = |sen 
: a [senal Q= [senél -1 < sena. < 1; V a EI 
¿ senn = 0 [decrece sen0=0 : 
: a senzn=0 : 
pl Y ¿ —M. Línea trigonométrica coseno 
sens =-1 : El coseno de un arco se determina por la medida del segmento horizontal que une el extremo de un arco con 


el eje de las ordenadas. 


Gráfica Variación del coseno 


Variación analítica del 
coseno 


cos = 
2 


PR = [cosa] A SQ = |cos6| 


-1<cosa < 1; Va Em 
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<q 


Ejemplo: 

Calcula el área de la región | Resolución: lied 

sombreada: y base.altura _ |Cos a. |.| sena | ¿ Variación analítica de la: 
CT Asomb.= E ET TES tangente 


=00 +00 


Como: a €lVC = cosa >0 = [cosa] = cosa. 


[sena] sena. <0 = [sena] = -sena : 
(04 ¿tan = 0 tan0=0 : 

A — _ Seno.cosa tanZ2r=0 : 

coson| == Pisomb. — 2 ae : 

Ill. Línea trigonométrica tangente E 


La tangente de un arco es la ordenada del punto de intersección entre la recta tangente que pasa por el origen — Terrence p 
de arcos y la prolongación del radio o diámetro que pasa por el extremo del arco. 


Variación d a agent 


AP = [tana] A AQ = [tanfl =00 < tana < +00; V a € R— ((Qn + 12m eZ 


IV.Línea trigonométrica cotangente 
La cotangente de un arco es la abscisa del punto de intersección entre la recta tangente que pasa por el origen 


de los complementos y la prolongación del radio o diámetro que pasa por el extremo del ara. 
Gráfica Variación de la cotangente ¿Variación analítica de la 
: cotangente 
: .e 
cot5 =0 


BM = [cota] A BN = |cotf] =o0 < cota, < +00; Va E IR — (nx); ne Z 


Observación 
Ejemplo: 
En la CT mostrada, calcula Resolución: o 
el área sombreada. Por definición: 
= [cota] ACD = |tana] 
Del gráfico: 


Asomp. = S1 + S2 + S3 
1.[cota| 43  1.|tana| 
++ 


somb. — 2 2 2 


Asomb. = A + tana] + [cota]) 


DO (+ 


-Asomp= 0,5(1 — tana — cota.) 
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V. Línea trigonométrica secante 


La secante de un arco es la abscisa del punto de intersección entre la recta tangente que pasa por el extremo 


del arco y el eje x. 


Variación analítica de la 
secante 


: E Gráfica 


=00 +00 


OP =|seca] A OQ = |secf] 


extremo del arco y el eje y. 
Gráfica 


Variación analítica de la 
cosecante 


csc = 1 


OP = esca] A OQ = |escf] 


Ejemplos: 


área de la región trapecial OMPQ. 
P 2) 
NA 


Resolución: 


Observación 


(QO + PM)(RP) 
Soma = ¡E ES 


Observa que: 

MP = [cosa] PM = —cosaL 
00 = |seca] > QUO = —seca. 
RP = |sena] PR = sena 


(-sec O. — cos 0.) 8 


S.= 
(sec a. + cos ar )sena. 


Sy =- > 
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VI. Línea trigonométrica cosecante 
La cosecante de un arco es la ordenada del punto de intersección entre la línea tangente que pasa por el 


1. En la figura adjunta se tiene una CT. Calcula el 


Variación de la secante 


seca E (—oo; —1] U [1; +00) 
a ER ((20+1) 5) neZz 


Variación de la cosecante 


esca E (—oo; 1] U[1; +00) 
a ER -—(na),ne Z 


2. Halla el área de la siguiente región sombreada. 


Resolución: 
Analizamos la gráfica: 


En la CT se observa que la línea OS representa 
la cscfB, mientras que QM representa el cosa, 
entonces: 


OS = |cscf| = cscf 
(+) 
QM = [cosa] = —cosa. 


— (OS)(QM) 
2 
(cscfB)(- cosa) 
2 


Luego: Saoas = 


Saoos = 


-. Saoos = Hosp Cosa. 


CD LÍNEAS AUXILIARES 


Senoverso (o verso) 
El verso de un arco es el segmento dirigido en el eje x que parte del punto cuya coordenada es el coseno de 
dicho arco hacia el origen de arcos. 


Del gráfico: 
MA = versa. = versa = 1 — cosa 
NA = vers0 = versO = 1 — cosO 


Importante 


Cosenoverso (o coverso) 
El coverso de un arco es al segmento dirigido en el eje y que parte del punto cuya coordenada es el seno de 
dicho arco hacia el origen de complementos. 


Del gráfico: 
PB = cova. = cova = 1 — sena 
RB=cov8 = cov0 = 1 — sen0 


Exsecante (0 external) 
La exsecante de un arco es el segmento dirigido en el eje x que parte del origen de arcos hacia el punto cuya 
coordenada es la secante de dicho arco. 


Del gráfico: 
AM = exseca. = exseca, = seca — 1 
AN = exsecd = exsecO = secO — 1 


Ejemplo: 
De la figura, calcula OP en términos de 6. 


Del gráfico: 
_OP_  |sen0l 
sii |cos6 |+ 1 
_  [sen8| 
0 1 +|cos0 | 


Como: 6 € I1C = send > 0 = |sen6] = send 
cosO < 0 = |cosO]| = —cosO 


Reemplazando tenemos: 


p=--_seng __ sen 
1-cos0  versO 


— sen0 
versO 
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[1 EN € 


3n 
2 


calcula el menor valor entero de n. 


2 n 


: 21 | y además senx = 3 5, 


Resolución: 


Como x se encuentra limitado, analicemos los valores que puede 


tomar en la CT. 


y 
T/2 
T 
2 X 0 
senx 
372 5 
Entonces: 
-1<senx<0 
1 > sentx > 0 
>N_5> >n> 
1 3 5>20= 6 3 5 
18=n>=15 
NN Mmín. = 15 


ED A partir de las siguientes condiciones: 


senf > tanf (úl) 
3T T 
e B< 37 (2) 
halla los valores de la siguiente expresión: 
P=1- 


sen? $ +2 


Resolución: 
Analicemos las dos condiciones en la CT: 


= senf < tanf 


= senf > tanf 


Entonces: 

E <p<or 

-1<senp<0 

1 > sen?p>0 

3>senB+2>2 La 1 dE 

P "3 sepa? 2 

2 -2 
=> >- 
3" sen?p+2 
1 
+ >1- 20 
3 sen? B +2 
. A 
5 Pe [0;3) 
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Resolución: 
Graficamos la CT: 


Luego, en el ta MNC: 

(MN)? + (NC)? = (MC)? 

sen?8 + (1 + [cosfl)? = (MC? 

sen?g + (1 —cosB)?=(MC? 
En el ix MCA: 

(MC)? + (CAJ? =(AM)? ...(IM) 

(1) en (11): 

sen + (1 — cosB)? + (CA)? = (AM)? 
sen?p + 1 — 2c0sf + cos?g + x? = (2)? 
2-2c0sB+x?=4 => x=2+ 2c08$ 


x= 4/2+2c0s B 


[EB) De la CT, halla PQ en términos de f. 


Resolución: 
Del gráfico, tenemos: 


m+n=1 n=1-m (1) 
En el MmADC: 

m_ 1 2 

1 tanf+1 Uan p+1 «(1 


(11) en (1): 


n=1 


_ 1 
tanP +1 
n= nB+1-1 tan B 


tanB+1 E 


Resolución: 
SiR= 2sen2x +3 + — +2 
A ASS 
A B 
R=A+B 


En A, sabemos que: —1 < sen2x < 1 
—2 < 2sen2x < 2 
1 < 2sen2x+3<5 


116 < PAE < 56 
1/6 <A < 5/6 


En B, sabemos que: 
=1 < cos2x < 1 
1 <cos2x+2<3 


1 < Cos2x+2 <y 

3 3 

L<B<1 
ESAS? 
L<B<1 
Eri<aresirioi<are< A 
+<r<UÚ 


Resolución: 


Se trata de una circunferencia trigonométrica. 
Para el cálculo del área de la región triangular, usaremos 
distancias, por ello emplearemos el valor absoluto. 


a... - base. altura _ 1.[sen0 | _ |sen0| 
somb. — 2 = 2 => 2 


Como 9 e lIC = send >0 = |sen6] = send 


Reemplazamos: 
_ senO 
Asomb. = 2 


Resolución: 


x 


|senaz| 


coson| 


a... — base.altura _ [005 0. [| seno. | 
somb. — 2 a 2 


Como: a €lVC = cosa >0 = |cosa] = cosa 
sena < 0 =|sena] = —sena 
Reemplazamos: 


(cos a (sena) 
Asomb. a E 


«A. = —SnOLCOS 0. 
+ + Asomb. — 2 
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UNIDAD 3 
TOENTIDADES TRISONOMÉTRICAS 


Importante CD DEFINICIÓN 


Es una ecuación que contiene operadores trigonométricos (sen, cos, sec, csc, tan y cot) y que es válida para 
todos los valores admisibles de la variable o variables. 


CD IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS FUNDAMENTALES 


Las identidades fundamentales se dividen en tres grupos: 
a) Identidades recíprocas 

b) Identidades por cociente 

c) Identidades pitagóricas 


A continuación estudiaremos cada uno de estos grupos: 


a) Identidades recíprocas 
Para realizar la definición y demostración de cada identidad recíproca tomaremos como referencia la 


(cos9; sen) = (x; y) | circunferencia trigonométrica. 


Analizamos el siguiente gráfico: 


Del triángulo rectángulo PQO tenemos: 
305. PANA DO 
cscO = PO sem ¿¡seng 40 =>0%Znm;neZ 
Por lo tanto: 
B' 
Y 
Además: Por último, definimos la última identidad recíproca: 
30 A 
dai OQ — cos0 ” is tan0 = SE A cot8 = ES > cotO = — 
T. 
anida , > 074 (20+1)7n4Z = tano 40 A0%nE :neZ 
: En resumen, las identidades — : 
RR cs Por lo tanto: | cotOtan0 =1 |; 
¿ sen0csc0 = 1 : j — p 
: secOcos0 = 1 : T 
- colptanO = 1 vOER- ((2n+1)5/nEZ) voeR- (ni /nez) 


De las identidades recíprocas se deducen las siguientes identidades: 


1 Al 4 
bai cscO EE sec lá cotO 
Y cscg=1_ secg=1_ coto = 1_ 
sen8 cosO 6 


b) Identidades por cociente 


| Nota N SAS +, Tomaremos como referencia, para la definición y demostración de estas identidades, el gráfico anteriormente 
: Enresumen, las identidades ¿ Presentado. 
¿ por cociente son: : y — sen0 Xx cos0. 
: m : tano = + = eN. Luego: cot0 = £ = 22%. seno 40 
Sabemos que: tan6 0 cose 40 g y —senó 
sen0 : 
abr] e = 04 (2n+1)5nEZ =0%<n1,neZ 
cos O E 


: coto = =— : 
: send : _ sen0 . T - 20s0 | E 
lla a A ln 28 voca [EnF 13/07) 0% senó ¡VOER — (NE Z 
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c) Identidades pitagóricas 


Dividimos entre cos%0 la identidad anterior: 


2 2 
cos”09 , sento __1 


5 A a > 1+tan%0 =sec%g 
cosg8  cosg  cos“0 


> coso 40;04(20+1)5:n EZ 


Por lo tanto: 


2a 2h 1. T 
(1+tao seco ¡Womens 13 Im) | caño esco ) wo eR= (mien 


Ejemplos: 


Del gráfico anterior, observamos que en el triángulo rectángulo PQO se cumple lo siguiente: 


Atención 


Por último, dividimos la primera identidad pitagórica 
entre seno: 


2 2 
cos”9 , sen9 _ 1 


> 2" > 1 + cot0 =0csc? 
sen8 sen“9 sen 


29 


= senta +0; 0OX<nrm¡neZz 


Por lo tanto: 


A continuación presentamos diferentes aplicaciones de las identidades trigonométricas. 


1. Simplifica: 
P= tan?x — sen?x 
cotéx — cos?x 


Resolución: 
Expresemos P en función de senos y cosenos: 


2 
SA — sentx senta 1 =1) 


p -Cos”x e cosóx 
2 2 1 
COS ”X _costx Cos MT 1) 
sen?x sen?x 


2. Demuestra: cosxcotx — (1 — 2sen*x) CSCX = SENX 


Resolución: 
Para demostrar identidades debemos comenzar 
trabajando en el miembro más operativo. 


cosxcotx — (1 — 2sen*x)cscx = Senx 


Expresamos cada término en función de senos y 
cosenos: 


1 


208% (1 = 2sentx) 2— = Senx 
senx 


COSX — 
senx 


3. Si: senx + cosx = +; halla senxcosx. 


AN 
2 
Resolución: 

Elevamos al cuadrado cada miembro del dato: 


2 
(senx + cosx)? = al 


sen?x + cos*x + 2SenxCOsx = 


d 
== 4 
1 


Luego de factorizar, multiplicamos en aspa: 


2,/1—cos?x Y  sen?xsen*x 
sen*x > > 
P= cosíx_/__  Cos%xX 
et sen?xY  cos?xcos?x 
sen?x sen?x Importante 
sentx 
2 6 
p= Cos Xx _ SEMX _ tagnóx 
costx  costx 
sen?x 
cos” x 1 
=—_— + 2senx = senx 
senx  Ssenx 
cos?x-—1 
=22= 4 2senx= senx 
senx 
—sen?x 
=> 2 4 2senx = senx 
senx 


—senX + 2senx = senx 


A : Las identidades pitagóricas 
: en resumen son: 
¿ cos? + sen? = 1 
¡1 + tan? =sec%9 
E 1 4 cot?8 =cscó9 
1 + 2senxcosx = - 
1/1 
Senxcosx = | 7-1 
214 


SENXCOosx = + 
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Las siguientes identidades se 
deducen de las identidades 
pitagóricas: 

cos%9 = 1 - sen%9 

sen*9 = 1 - cos*9 

sec?9 — tan%0 = 1 

csc”9 — coté0 = 1 


(MD EFECTUAR 
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IDENTIDADES AUXILIARES 


1. sen*0 +cos“9 = 1 — 2sen%0cos”0 


4. seng + cosó9 = 1 — 3sen0cos?0 
2. tan0 + cot0 = secOcscO 5. sec?0 + csc%0 = sec%0csc%0 


3. (1 +sen0 + cos0)? =2(1 + sen6)(1 + cos6) 


Demostración 
A continuación demostraremos las identidades auxiliares usando las identidades fundamentales. 


1. (sento + cos?9y = (1) 
sen*0 + cos*0 + 2sen%0cos%0 = 1 


sente + cos*9 = 1 — 2sen%0cosó0 


_ sen8 , cosO _ sen“0 +cos"9 _ 1 
ES cosO * send — senfcosd  senUcosO 


tan6 + cot8 = cscgsecó 


. (1 + send + cos0)= 1 + sen9 + cos?0 + 2sen0 + 2c0s0 + 2sen9cosd 


1 + sen0 + cos0y? = 2 + 2sen0 + 2c050 + 2senOcosO 
1 + sen8 + cos0)? 2(1 + sen6) + 2cos0(1 + sen6) 
1 + sen8 + coso)? 2(1 + sen6)(1 + cos6) 


Zn 


En general: | (1 +sen6 + cos0) = 2(1 + sen9)(1 +cos0) 


4. (sen?o + cos 9) = ay 
seno + cos%9 + 3(sen*0cos*0)(sen?0 + cos“9) =1 


sente + cos*9 = 1 — 3sen%0cos%0 


1 1 
+ pa. PA 
cosg sento 


5. secó0 + cscó0 = 


_ sen“0 + cos%0 a 1 
cos“Osen*0 cos“Osen*0 


secí0 + csc%0 =sec“0cscó0 


sec?0 + csc%0 


. Reduce: 


L = (tanó + cot0)send 


. Reduce: 


E = senatana, + COSO 


. Reduce: 


V = tanx(cscx — senx) 


. Reduce: 


2 2 


R = (sena + cosa)” + (sena. — cosa.) 


. Simplifica: 
= ¡2 + cotx 
1 + COosx 
. Simplifica: 
— sen0 —cos6 
cscO — send 


7. Reduce: 
U = (seca — cosa.)(1 + cota.) 


8. Si: senxcosx =n 
Halla: N = tanx + cotx 


9. Halla k si: 
2(1 + sena + cosa)? =k(1 + seno)(1 + cosa) 


10.Si: senta +costa _ 3 
senta +costa 2 


Halla: senZa.cos”a. 


: 1 
11.Si: sena + cosa = == 
Halla: 4senacosoz V2 


12.Si: sena. + sena = 1 
Calcula: 1 + cosa + costa 


Problemas 


resueltos 


Resolución: 
Tenemos: 
sena + cosa = 12 
2 
(sena. + cosa)? = (22) 
2 del 
senía + 2sena.cosa + cosa = 7 
2 2 al 
senía + Cosía + 2seno.cosa. = 7 
1 + 2senacosa. = 5 
2seno.cosa. = E 1 a 
2 2 


. 4senocosa. =— 1 


Resolución: 
Por teoría tenemos: 


senta + costa =1 — 2senacosa = 1 — 2k 


sena + costa =1 — 3senacos%a =1 — 3k 
Reemplazamos en la igualdad: 


senta +costa _ 1-2k _ 3 


senta + cosa 1-2 
2—4k=3-k 
5k=3-2 
e. k= 115 


Resolución: 
El dato, dividimos entre tanx: 


tan?x + 4tanx | 


tanx — tanx 
tanx+4= A, 
tan x 
tanx + 4 = cotx 
4 = cotx — tanx 
so Ji=4 
Resolución: 
1 +senx + Sem y 4 _ 
És COSX  COSX 
1+cosx + 0SX , _1_ 
senx  Ssenx 


1 +senx + SENX+41 (senx+ 1 4 Gx) 
COS X el 


a a COS X 
1+cosx+ 05X+1 — (cosx+ 11 ex) 
senx senx 
(senx + 1) (008X + 1) 1 
- COSsX_ _ _COSsX _ Senx 
(senx +1) 1 COS X 
(cos x + 1 > sem 
. E=tanx 
Resolución: 
Del dato: 
cosx = 1 — cos?x = sen?x 2. (1) 
Reemplazando (1) en la expresión: 
jsló sen?x + (cos x)? 
2 
H= 7+(senóx+c08%%x) _ 741 _4 
2 2 
Resolución: 
Como: E LL =k> 0 


= sena =3k A coso, = 4k 


Sabemos: sena + cosa = 1 
(3k)? + (4k)?=1 = 9k? + 16k? =1 
25k? =1 
=>k= 


dl 
5 


os A 
: U=3k.4k=12'=42(5) => 


Resolución: 
1 —cos?8 — cos”8 el sen“09 — cos%9 _ 1 
sen0 +c0s0 2 sen0 +c0s 0 2 
(send — cos O )(sen0 +cos0) _ y 
sen0 +cosO 72 
= send —cos6 = + 


Elevando al cuadrado: 


sen%0 — 2sen0cosd + cos”0 = + 
1 — 2senOcosO = - 
2senOcosO = 7 


N=3 
¿N=3 
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0 ÁNGULOS COMPUESTOS 


CD) IDENTIDADES DE LA SUMA DE DOS ÁNGULOS 


sen(a + B) = seno.cosf + cososen$ 
cos(a + B) = cosacosf — senasenfB 


As E 


¿ Existen identidades auxiliares : 
¿ que se derivan de las : 
: identidades de la suma y 

¿ diferencia de dos ángulos. 

: sen (a +) 
cosacosf 

sen (a +f) 
senasenf 


+ tana + tanf = 


+ ¡cotf Ecoto = 


» sen(a + B)sen(a — PB) = : 
sena — sen?p : 

» cos(o + B)cos(a — B) = : 
cosa — sen” : 

+ tana + tanf : 
+tan(o. + B)tanotanf =tan(a + B) : 


+ 1 + tanatanf A E 


Recuerda 
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tan(a. + B) 


_ tana +tanf 
— 1-tanatanf 


CD IDENTIDADES DE LA DIFERENCIA DE DOS ÁNGULOS 


sen(a. — B) = seno.cosf — cososenf 
cos(a. — B) = cosacosf + senasenf 


tan(a. — B) = 


Ejemplos: 


1. Calcula sen67”. 
Resolución: 
sen67” = sen(30* + 37%) 
= sen30*%cos37* + cos30*sen37? 


2. Calcula cos7*. 


Resolución: 
cos7* = cos(60” — 53%) 
=c0s60”cos53" + sen60*sen53* 


3. Calcula tan24”. 


Resolución: 
tan24* = tan(16* + 89) 


— tan16” +tan8” 
1 —tan 16" tan 8” 


(D PROPIEDADES 
1. Si: f(x) = asenx + bcosx, entonces: 


(máx. = Val +b? A Mmm = a? + b? 


2. S:A+B+C=kxr;kez 
Se cumple: 
tanA + tanB + tanC = tanAtanBtanC 
cotAcotB + cotBcotC + cotBcotA = 1 


tana — tanf 
— 1+tanatanf 


4. Calcula sen 21?. 


Resolución: 
sen(37” — 16%) = sen37*cos16* — cos37*sen16” 
=324_4 7 
525 52 
ma E 
125 
. Calcula sen75”sen15”. 
Resolución: 


sen75”sen15” = sen(45” + 30%)sen(45* — 309) 


= sen?45* — sen?30" 
(1 (1Y 
=(77) (2) 


1 
4 


. Calcula: E = tan22” + tan23” + tan22* tan23*. 


Resolución: 

E = tan22” + tan23* + 1. tan22* tan23? 

E =tan22? + tan23” + tan(22”+ 239) tan22*tan23? 
E = tan(22* + 237) = tan45* 

E=1 


SiA+B+C=(2k+1)T;kez 


77 
Se cumple: 

cotA + cotB + cotC = cotAcotBcotC 
tanAtanB + tanBtanC + tanCtanA = 1 


Ejemplos: 
1. Calcula tan6. 


Atención 


Resolución: 


_( a+0+p=180* = tana + tan0 + tanf = tana. tan0 tan 


E + tano +3 = tanos 
4+tan0 +5=Btno 
Bano 
5 $ tano = $2 


2. Sia+Pp+9+0=>5. 


A= tan(2a + 38 — OB)tan(a. — 28 + 30), B = tan(a — 28 + 30)tan(d — O — 201) 
C =tan($ — 0 — 2a)tan(2a. + 34 — 8). Calcula: A+B +C 


Resolución: 
Sean: x=2a+3B-0, y=0a-28+30, z=p-0-2a 


A = tanxtany 

Además: x+y+z=a+p+p+0= T 
B = tanytanz 2 

Entonces: A + B +C = tanxtany + tanytanz + tanxtanz = 1 
C = tanxtanz 


Recuerda 
3. SIA, B y C son los ángulos de un triángulo, calcula: 


-_cosA _,_cosB_ , cosC 
senBsenC  senAsenC  senAsenB 


Resolución: 
cosA = —cos(B + C) 
Dato: A4+B+C=x | cosB = -—cos(A + C) 


cosC = —cos(A + B) 


_ —cos(B+C) a =cos(A+C)  —cos(A+B) 
— senBsenC senAsenC senAsenB 


R - =cosBcos C +senBsenC , —cosAcosC + senAsenC , —cosAcos B + senAsenB 
senBsenC senAsenC senAsenB 


R = —cotBcotC + 1 — cotAcotC + 1 — cotAcotB + 1 


R =3 - (cotAcotB + cotAcotC + cotBcotC) >» R=3-1=2 


A 


=1 
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E) si: cos(+5* - 6) = 


Calcula: sen6cos6, en términos de m. 


Resolución: 

Del dato: 

cos(45” — 0) = 

= cos45”cos0 + sen45”sen0 = m 


Vio dE 


= %4c080 + “fserb = m 
2 2 
> senó +c0s0 = /2 m 
Elevando al db 
(send + cos0)?= (Y2 my? 
sen*0 + 2senOcosO + cos? = 2m? 
— AA 
1 

=> 1+2senOcos0 = 2m* 


2 
-. senOcos0 = == 


(EJ) Si: tan(a — b) =2 A tan(b +0) =3 


Calcula tan(a + c). 
Resolución: 
Si: a-b=a 
b+c=$B => a+c=a+8B 
De los datos: 
tana =2 A tanf =3 
Nos piden: 
tana + tan 
tanía +0) =tan(a +P) => o =7 e E 
:. tan(a+c)=-1 
ES) si: tana — 8) =2; tanC =4 y tan(B — C) = 1 
Halla tanA. 
Resolución: 
. _ (q tanA—tanC 
Sabemos: tan(A — C) = E e Er] (1) 
También: 

Ñ my _ En(A-B)+tan(B-C) 
tan[(A — B) + (B — C)] = T=tan(A—B)tan(B=C) ...(2) 
De (1) = (2): 

tanA-tanc___tan(A—B)+tan(B-C) 
1+tanAtanC  1-—tan(A-B)tan(B-C) 
tanA-4 __ 2+1 
1+4tanA  1-(2)(1) 
tanA= L 


4a+3b 5b +4c 9 
[4 ER O 4 24 y tan (EE 20 )> 20 


5a — 3c 
Calcula tan $). 


42 l Intelectum 5.2 


Resolución: 
Sabemos: 
4a,3bY_ 7 a,biy_ 7 
tan( 3 ij 22)" 24 = tan(3 +4)= 24 
5b,4cY_ 9 b,cy_ 9 
tan( 2 E 55)" 20 > tan( dl 5)= 20 


Piden: 


tan $230) = tan(5— 5) =tan((5+ ao 


7 _9 280-216 
__ 24 40 _ 960 
LEE 1023 
24 40 960 


ba-3cY_ 64 
tan 15 2 


OD En el gráfico calcula a. 


Resolución: 

Del gráfico: 

tana. = : A tan(37+0)=2+2 
De: tan(37* + a) = 4 E 2 


tan37? + tana _a+2 


1 — tan37*tano. 5 4 


6) En el gráfico, calcula x. 


S> 


Resolución: 

Del gráfico: 

tan0 = 3, tan(0+a)= 3, 
X X 


tan(20 + 0) = 2 > tan(0 + (0 +0) = 


tanó +tan(O0+a) — 
1—tanBtan(9+a) — x 


== 1247 


1 


x 3 


(++5) 


CD IDENTIDADES DEL ÁNGULO DOBLE 


Seno del ángulo doble Formulas de degradación del coseno 


2 
sen20 = 2sen8cosO cos20 = 2c05%0 — 1 


cos20 = 1 — 2sen%9 


Coseno del ángulo doble 
9 Tangente del ángulo doble 
cos20 = cos” — sen%0 
tanzo = —2tan8 _ 


1 -tan?0 
Ejemplos: 
1. Simplifica: 
B - $SenxCos X COS 2X COS 4x 
2sen8x 
Resolución: 
B= 4(2senxcos x)cos2xc05s4x  4sen2xcos2xcos4x  2(2sen2xc0s 2x) cos 4x 
_ 2sen8x _ 2sen8x _ 2sen8x 
p - 2sen4xcos4x _ sen8x__ 1 
2sen8x 2sen8x 2 
2. Si: tana = 2, halla: sen2a. — cosZa 
Resolución: 
2 3 12 
senZa. = 2sena.cosa, = 2 =.—= =-2 
V13 " /13 1 
Y13 2 2 
2 2 2 3 2 5 
cos2a = cosa — senía = - = 
(7) (75) =3 
¡ senZa — CosZza E 
13 13 13 
3. Si: 16tanx + tanx = 1. Calcula: tan4x 
Resolución: Uan: _ 2tan2x 
Del dato: 16tanx= 1 — tanx AAA 4 — tan22x 
2tanx__4 2 el ) 
1-tan?x 8 23 8) _16 
1 d= (5) dé 
tan 2x = El 8 
CD IDENTIDADES DEL ÁNGULO MITAD 
Seno del ángulo mitad Coseno del ángulo mitad Tangente del ángulo mitad 


60 _, /1-cosO 0_, /1+cos0 8_ 1-cos6 


0 ÁNGULOS MÚLTIPLES 


: cuadrante al que pertenece 7: a 


Observación 


: Para “n” cosenos: 
¿ COSXCOS2XCOSáX ... cos2""Ix 


mE 
_sen2 x : 
n : 

2 senx : 


¿justicia 


; El signo + o — depende del 


eri 
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Fórmulas adicionales 


. tano = CSCB — cotó 


. coto = CSCÓ + cotó 


: Fórmulas adicionales 
+ sen38 = sen6(2c0s20 + 1) 
»  Ccos38 = cos9(2c0s28 — 1) 


» 4senósen(60”-0)sen(60”+0) 
=sen30 : 


» 4cosbcos(60”-0)cos(60”+0) 
= Cos30 : 


- tanotan(60”-0)tan(60”+9) 
= tan30 : 


Triángulo rectángulo 


Ejemplos: 
1 


5 _23,3m ¡e sde _M_ 
1. Si:cosó == A 7 <0<2n 2. Si: cosO = 7 ol 7 n) 
: 0 
Calcula: a Calcula: tano 
Resolución: Resolución: 
H<0o<m=HE< heno deno EP A AA 
2 42 2 
3 GUN 
E A 7 
2 2 2 4 tano =+ = : = 4/2 
e_ 41 3 
cos ===7 
tan $ =4/2 


CD IDENTIDADES DEL ÁNGULO TRIPLE 
Tangente del ángulo triple 


3 
tango = 3tan0 al 8 
1-3tan“0 


20 


— 3cos 3 


Coseno del ángulo triple 


cos30 = 4cos"0 — 3cos0 


Seno del ángulo triple 


sen30 = 3sen9 — 4sen%o 


Ejemplos: 
_ 320 
1. sent80 = 3sen60 — 4sen%69 4. 00820 = 4cos 22> 


notable de 54? y 36? _ 3tanda, — tan?4a, 
2. sen8 = 3sen$- - 4sen' EAS 1 — 3tan4a. 
o 3 o 
' 6. tans7o - 3taniP — dal 19 
3. cos270 =4c0s”98 — 3cos90 1 - 3tan*19* 
1. Si:tanx= 2 halla csc4x. 5. Si sen0'= 2, calcula sen360. 
a e 2 
2. Reduce: cot6x — tan6x 6. Six=Z, calcula: 1- EE 
8 1 +tanx 
Mes o o 2 o o 
3. Si: tan(45” + x) = 5 halla cos2x. 7. Hallax, si: colx= tan 40 tan20 
tan 10 
ñe 2 
4 Si sen($ E x) > 2 halla sengx. 8. — Calcula sen6x, si: senx + cosx = Ed 
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Resolución: 
C 


Resolución: Ordenando: 
Trabajamos en la condición del problema: , 5 in 
a 1 em Pm a) 
> tana.cota. — tana. = 2tana. 
1 — tana = 2tana la a ro 
=31= A > 1 =tanZa En el MABC adjunto reconocemos que: 
1 tanto E = 2(senZa)(cos2a) => E = senda 
Nos piden: Pero sabemos que: —1 < senda < 1 
senda = lanza _ A) SASES1 — .Eec[ti1] 
1+tan2a  1+(1Y 
..senáa, = 1 
Resolución: 
EE= = LL 
Paita: Dato: secx = 5 = cosx = 5 
Trabajamos en la condición: 180% < > < 205 


seca — 1 =2(sec?p — 1) +1 
secta — 1= 2sec*p 1 
> seca = 2secB 
> cos?p = 2c0s%u, 0. (1) 


En la expresión pedida tenemos: 
M=2c08% —1+1- cosg 

M = 2c0s%0, — cosf ...(2) 
Reemplazando (1) en (2) tendremos: 
M= cos8 - cos”p 


Resolución: 


-.M=0 Por identidad auxiliar sabemos: 


tanz = cscx — cotx A cot a = CSCX + COtx 


Entonces: 


m- A=tanx(escx+cotx) _ 1 — tanxescx — tanxcotx 
1 +tanx(cscx—cotx)  1+tanxcscx — tanx cotx 


Resolución: _ 1—tanxcscx—1 __ tamxcscx _ 


: 3 5 — 1 4+tanxcscx=1 —  tamxcscx 
1—(1—2sen 4) _  2Zsenp  _ 2sen“p 


T= = - 


_ 2(1-cos”p) _ (1+cosp)(1 — cosp) 


=2(T+cosp) — 1+cosé Resolución: 
T=1- T_0 
cos) tan( a 
Observamos que: 0 < cosg < 1 ($ es agudo) 
Entonces Ty, si cosQ es mínimo = cosp = 0 po mn 0 
=> Tmáx. = 1 — (0) 4 2 
20 Tmáx. = 


Tn _01_ /1-sen0 _ 
da e ri 
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EJ) Simplifca: 


E- senx(4cos?x — 1) 
cosx(4sen*x — 1) 


Resolución: 
F- senx[4(1 — sen?x)- 1] a senx(4 — 4sen?x — 1) 
cosx[4(1 —cos?x)-1]  cosx(4-4cos?x- 1) 


F — Senx(3 — 4sen'x) _ 3senx—4sen*x _ _sen3x 


=> = =- tan3x 
cosx(3—4cos?x)  3cosx-—4cosx  —Cos3x 


EJ) Simpifica: 


_ (2c082x + 1)senx 


E tan3x 
Resolución: 
Sabemos: cos2x = 1 — 2sen*x 
Entonces: 
F- [21 — 2sen?x) + 1]senx _ (2 4sen?x + 1)senx 
_ tan3x _ tan 3x 

F — 3SENX —Asenx _ sen3x _ 008 3x 

tan3x sen3x 

COs3X 


ET) Simpifica: 


— Ssenx + sen2x + 3sen3x 
(3cosx — 1)(2cosx + 1) 


Resolución: 
E — Senx+ 2senxcos x + 3(3senx — 4sen*x) 
_ (3cosx — 1) (2cosx + 1) 


E — Senx + 2senxcos x + 9senx — 12sen*x 
(3cosx—1)(2c0sx+ 1) 


_ 2senx(5 + cos x— Gsen*x) 
— (3c0osx-—1)(2cosx +1) 


Pero: sen?x = 1 — cos*x 


E- 2senx(5 + cosx—6+6c08s*x) _ 2senx(Bcos?x +cosx — 1) 
== (8cosx—1)(2cosx+1) — (3cosx-1)(2c0sx+1) 


Factorizamos el numerador por aspa simple: 
_ 2senx(3cosx — 1)(2c0sx +1) _ 
(3cosx — 1)(2cosx +1) ¿sen 


O) Simplifica: M=4cos3xsen*x + 4sen3xcosóx 


Resolución: 
Sabemos: 

sen3x = 3senx — 4sen*x 
cos3x = 4cos*x — 3cosx 
Reemplazando: 


M= 4(4cosóx - 3c0sx)sen*x + 4(3senx —4Asen*x)cosx 


M= 4(4cosxsen*x — 3cosxsen“x + 3senxcos*x — 4sen*xcos 
M= 4[3senxcosx(cos?x — sen*x)] 

M = 12senxcosxcos2x 

M =6. 2senxcosxcos2x = 6sen2xc0s2x 
M=3.2sen2xc0s2x  = M= 3sen4x 


3%) 
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112 El sen0 = z calcula: 


_ cos30 
LS cosO 
Resolución: 


Por identidad: 
cos0(2c0520 — 1) 


Li cosO 


= 2c0820 — 1 
Sabemos por identidad del ángulo doble: 
cos20 = 1 — 2sen% 
Reemplazando: 
M=2(1 - 2sen%0) — 1 

2 TY 
M=1-— 4sen9 =1 Al ) 


=4=4 o L -m_3 
M=1 a(75)= Lo .oM= 


Si: 14tanx + tan*x = 1 
Calcula: tan4x 


Resolución: 
14tanx = 1 — tan?x 


7. 2tanx= 1(1 — tanx) 


Nos piden: tan4x 
tan4x = tan2(2x) = _2tan2x 


1 — tan?2x 
1 
25) 2 
= 7 
ias RT 
(5) 29 
=L 
tandx = 24 


114 E 2tanó9 = 3tan?9 + Gtano —1 


Calcula: tan60 


Resolución: 
2tan*0 = 3tan%0 + Gtano —1 
1-3tan?0 = 6tan0 — 2tan% 
1(1-3tan*0) = 2(3tan0 — tan*b) 
1 _ 3tan0 —tan%0 


2 1-3tano 

dl 

q tan30 

Nos piden: 
1 = 30 = 53" 
Si “2 tan60 = tan 53* = ; 

A O 

2 


TRANSFORMACIONES 
3 TRIGSONOMÉTRICAS 


CD) TRANSFORMACIÓN DE UNA SUMA O DIFERENCIA A PRODUCTO 


Las transformaciones trigonométricas tienen como objetivo expresar sumas o diferencias de senos y/o cosenos 
en forma de producto (o viceversa) para simplificar expresiones trigonométricas. 


Suma y diferencia de senos Atención 
sena, + sen0 = 2sen( 2 7 9 seno. — sen0 = 2sen( 2 3 0 

Demostración: 
Sabemos por ángulos compuestos lo siguiente: Luego realizamos un cambio de variable: 

sen(x + y) = Senxcosy + COSXseny o -2+0 A y a—08 

=> = — A 

sen(x — y) = senxcosy — Cosxseny 8=x-y 2 
Al sumar ambas expresiones obtenemos: Por último reemplazamos estos valores en (1) y 

sen(x + y) + sen(x— y) = 2senxcosy  ...(1) Apenas: +0 6 

sena. + sen0 = 2s0n[2 , Jos (252) 


La diferencia de senos se podrá demostrar de forma análoga. 


Suma y diferencia de cosenos 


cosa. + cos9 = 200572) cos 252) cosa. — cosg =-— 250230 Importante 
Demostración: 
Tenemos por ángulos compuestos: Realizamos el cambio de variable anteriormente 
utilizado: 
cos(X + y) = COSxCosy — senxseny | 
= E _ 
cos(x — y) = cosxcosy + senxseny a=x+y | sip pe có 
Sumamos ambas expresiones: 9=x-y 2 2 
cos(x + y) + cosíx— y) =2cosxcosy — ..(2) Finalmente, al realizar el cambio en (2) obtenemos: 
cosa, + cosO = 2005/22 )c05 (252) 
La diferencia de cosenos se demuestra de manera análoga. 
Ejemplo: 
Observación 
Simplifica: ] 
_ sen2x + sen5x + sen8x — 2SenSxCos3x + Sengx_ 
— 0082X + COS5xX + COS8X 2cC0s5xcos3x + Cos5x 
Resolución: Factorizamos el término en común: 
Agrupamos convenientemente y 
transformamos a producto: _ Senóx(2c0s3x +1) _ sensx _ aná 


cos 5x(2cos3x +1)  Cos5x 
— SenZx + sen8x + sensx 
COS2X + COS8X + COSDX 


2500 [ LA cos (27%) + sen5x 


2 cos (1 os (25%) + COS 5X 
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: También puedes utilizar estas : 
: identidades: ] 
+ sen(a + b)sen(a — b) = : 
sen%a — seníh : 

»  cos(a + b)cos(a — b) = : 
cosa — cos* | 


Observación 
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() TRANSFORMACIÓN DE UN PRODUCTO A UNA SUMA O DIFERENCIA 


2sena.cosO = sen(a + 6) + sen(a — 6) 2cosacosO = cosa + 8) + cos(a — 0) 


2sena.send = cos(a — 8) — cos(a + 0) 


La demostración de cada una de estas identidades se realizará de manera muy sencilla haciendo uso de las 
identidades de ángulos compuestos de la misma forma en que lo hicimos anteriormente. 


Ejemplo: 
Calcula: A= 8(-cos72* — cos180”)(cos36” — cos180*) 
aL V5 +1 
A = 32sen36” sen72” sen108” sen144* ii a|- 4 (al )| 4 pl ) 
Resolución: A= al =s do al p $ LEE | 
Agrupamos de manera conveniente: , 
A= 8(2sen144*sen36)(2sen108%sen72") A= a| 5-45 [ 5+v5 ) a a (5y- (1/5) | 
A= 8(cos108* — cos180”)(cos36? — cos180") 4 4 (4 
Además sabemos que: cos108” = —cos72” A= 1 =10 
Propiedades 
Si: a + ff +0 = 180”, entonces: 
z NR _ a canB on. P 
seno. + senf + senó = 4c0s => cos 7 COS cosa + cosf + cosó = 4sen sen'7 Sen + 1 


senZa. + sen2f8+sen20 =4senasenf seno cosZza + cos2f + cos28 = — 4cosacosficosO — 1 
senta + sen”p +sen9 =2 + 2cosa.cosfcose cosa + cos”g + cos"9 = —2cosacosfcosO + 1 


CD SERIES TRIGONOMÉTRICAS 


1. Serie de senos cuyos ángulos se encuentran en progresión aritmética 


Donde: — P: primer ángulo 
U : último ángulo 
n: n.? de términos 
r: razón 


() PRODUCTOS TRIGONOMÉTRICOS NOTABLES 


v ne Z*, se cumple: 


T 27 3T nt _ v2n+1 
dd E E a gn 
T 21 3T nr _ 1 
e ie ea lo ES ea O 


=yv2n+1 


T 2T 3T nT 
Ma 


Resolución: 

En Mtenemos: 

M = 8sen36”sen144* 

M=4. 2sen36*sen144” 

M = 4[cos(144* — 36?) — cos(144” + 36?)] 
M = 4(cos108* — cos180”) = 4(cos108” + 1) 
En N tenemos: 

N = 4sen72*sen108* = 2. 2sen72*sen108” 
N = 2[cos(108* — 72?) — cos(72* + 108)] 

N = 2[cos36* — cos180”] = 2(c0s36* + 1) 
M.N: 

M.N=4(cos108* + 1)2(c0s36* + 1) 
M.N=8(cos108* + 1)(cos36* + 1) 01) 


cos108” =-—sen18" = E 
cos36* = al 


En (1) reemplazamos: 


mn (8,1841, 


m.n=0 ($685) 9/25) 40 
:. M.N=10 


Resolución: 

T =senf + sen7f + sen3f + sen5f 
T= 2sen4fcos3f + 2sen4fBcosf 

T = 2sen4f(cos3B + cosf) 


T = 2senápl2cos| PP )cos( PP) 


T= 4 sen4fcos2fcosp 


Resolución: 


2005 O A O 


2sen 


— 2cosasen8 _ cosa 
2senfseno  senf 


.. E=COosa.cscf 


Resolución: 
Recordemos: 


En R tenemos: 
rR=1-c0s2a. _ 1-cos 28 
2 2 


R = £os 29 — cos 2aL 
2 


2a +20 20. — 20 
y Je a jn(22 ] 


R 


R = sen(a + 0)sen(a — 0) 


Resolución: 
Empleamos las fórmulas de transformación: 


Como: x + y = 30? 
= S=tan15" 


g=/8-42 
V6+vV2 


-.S= (V6-4/2) 
died TE 


Resolución: 


Multiplicamos S por 2: 


A 
28 = 2008-3-008= 2sen=5-sen; 
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Aplicando las fórmulas de transformación de un producto, 
tenemos: 
TX 3X Tx 3x 


2S= cos( hos 5)+ cos 5) 
Ae US Resolución: 
[vos (E e 3) — cos (E + 5 ] Agrupando convenientemente: 


2S = cos5x + COS2X — COSá4x + COSDX 
2S = 2c0s5x + Cos2x — cos4x 


Es T[2sen66*sens”I[2sen78*sen423 


E= Hicos60* - cos72”][cos36” — cos120”] 


Mz 
Como x = 10 4 
90? 36" 722 722 
aos 2 con 4 ” 
> 28 = 20087, + 008 57 — 008 pg" = 
ñ Ale d 
Recordar: a 10+ 2/5 
Ak 542 
k/10 - 2/5 d 
54? 
AO O 4 
(15 +1) k 10-245 
27 a 154 LAO? O 
cos 4p =Cos36" = E 541 
Por ángulo doble: 
d LE 96218) 
4 4 4 
cost = 0872" = /5-1 
10 4 LES 4 
Reemplazando: dl 16 


ji 


4 
¿G= 1 
“.S= ñ 
Resolución: 
Razón de la progresión: r = — 
Números de términos: 
Sn _ 7 
U-P 1 15 
n= —+l>n= +1=n=9 
Resolución: Razón á 4 ? 
Agrupando convenientemente: 15 
sen3x + senx — sen2x _ 9. 4n 33 18n 
COSÓX + COSX= COS zx A sen( ds 16) a Me) 17 
qe y ERE 2 sen 6) 
Transformando a producto: sen(7) sen e) 
2sen2xcosx — sen2x 
cos2xcosx=cos2x — enzX econ 18m BRA cnn 
2C082XCOSX — COS2X Pero: sen5" = sen E + E) =- seny5 =- seng 
Factorizando: 

*san 1/7 21 21 
sen2x(2c0sx— 1) NET ió al E + E) =- senq5 
AA E = fan 2x 
cos2x(2c0sx — 1) 

Reemplazamos: 
sen2x _ 
id (-sen 3 )(esen e) 

Q 5 15 T 

= 27 =>Q= sen 
.*. tan2x = tan2x sen (75) 
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FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


CD) CONCEPTOS PREVIOS 
Función acotada 


Una función f es acotada, si 3 M € IR; tal que: [f(x)] <M; v x € Domf 


Ejemplo: 


La función f(x) = senx es acotada, ya que |senx| < 1, Vx € IR 


sen X 
¡IáÓ O A 


Conjunto —1 
de cotas inferiores 


Función par 
Una función f es par si V x € Domf cumple: 


(0 =10) A-x € Domf 

Ejemplo: 
¿Es f(x)= x — 5 una función par? 
Resolución: 
() =(=0)-5 

=x-5 

= f(x) 
.. f(x) es una función par 


Función creciente 


Una función f es creciente en un intervalo | de su 
dominio, si para todo par de números xy; x, que 


pertenecen a dicho intervalo se cumple: 
Xx <X2 = fT(xy) < flxo) 

Ejemplo: 

¿Es creciente la función f(x) = Vx ? 

Resolución: 


Gráficamente observamos que la función fes creciente 
Y x € Domf. 


Función periódica 


Una función f es periódica, si existe un número real T + 0, tal que Y x € Domf se cumple: 


f(x + T) =1() A (x+7T) € Domf 


Ejemplo: 
Halla el periodo principal de: f(x) = cosx 


Resolución: 
f(x + T) = cos(x + T) 

cos(x + T) = COSX 
cosx .cosT — senx . senT = Cosx 
Hacemos: cosT = 1; senT = 0 


Observación 


1 Conjunto 
de cotas superiores 


Función impar 

Una función f es impar si: w x € Domf cumple: 
f(=) = f(x) Ax € Domf 

Ejemplo: 

¿Es f(x) =x 

Resolución: 


fx) = Ex 


3 - 2x una función impar? 


.. f(x) es una función impar 
Función decreciente 


Una función f es decreciente en un intervalo | de 
su dominio, si para todo par de números xy, Xx, que 


pertenecen a dicho intervalo se cumple: 

Xx <X2 = flxy) > flxo) 
Ejemplo: 
¿Es decreciente la función g(x) = = ¿x> 0? 
Resolución: 
Gráficamente observamos que la función g es 
decreciente V x > 0. 


y 


Observación 


> T=2mkeZz'* 
T=2x; 41; 6; ... 


... El período principal de la función f(x) = cosx es 21. 
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Observación 
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CD ESTUDIO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Función seno Función coseno 
f=((x; y) € R?/ y = senx; x e IR) f=((x: y) ER? / y = cosx; x e IR) 
y 
T X 
0 7 21 
Función tangente Función cotangente 


f=((x,y) EIR”/y =tanx x ER ((20+1) 5), n eZ) f=((x: y) ER? / y = cotx; x € R— (nx), n e 7) 


y 


z 
A 


Función secante Función cosecante 
f =((x: y) E IR? / y =secx; x e IR — ((2n + 15» nezy | f=((x y) €R”/ y = cscx; x € IR — (n1); n € 2) 


A 
[957 
NM3 y 
180) 
a 


(D REGLAS PARA LA CONSTRUCCIÓN DE GRÁFICOS 


Desplazamiento horizontal 
Sea la gráfica de la función y = f(x), para construir la gráfica de la función f(x — c) es necesario desplazar la 
gráfica de f en |c| unidades, a lo largo del eje de las abscisas. 


+ Ala derecha, sic >0 
*  Alaizquierda, si c < 0 


Ejemplo: 


En este caso: 


= E 
a 


Desplazamiento vertical 

Sea la gráfica de la función y = f(x), para construir la gráfica de la función f(x) + c es necesario desplazar la 
gráfica de f en |c| unidades, a lo largo del eje de las ordenadas. 

+ Hacia arriba, sic > 0 

+ Hacia abajo, sic < 0 


Ejemplo: 
LS y = cosx +2 
TAS En este caso: 
TIT y = 0OSxX 
—>x =2 


Opuesto de una función 
Sea la gráfica de la función y = f(x), para construir la gráfica de la función y = —f(x) es necesario reflejar en forma 
simétrica la gráfica de f con respecto al eje de las abscisas. 


Ejemplo: 


Suma de funciones 
Sean las gráficas de las funciones f(x) y g(x), para construir la gráfica de la función y = f(x) + g(x) es necesario 
sumar los valores correspondientes de las ordenadas de f(x) y g(x). 


Ejemplo: 


Producto de funciones 
Sean las gráficas de las funciones f(x) y g(x), para construir la gráfica de la función y = f(x). g(x) es necesario 
multiplicar los valores correspondientes de las ordenadas de f(x) y g(x). 


Ejemplo: 


T 


e 


: La amplitud de una función 

: periódica con valor máximo M : 
¿ y valor mínimo m es: : 
: 1 


E 3 (Mm) 
¿ Ejemplo: 

: Sea: y = senx 

¿ m=-1; M=1 


E +. Amplitud = sí = (1) =1 


Observación 


Recuerda 
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Problemas 


resueltos 


Resolución: 
XxX, T Xx _ TR 
+4 FKkn => + kn 4 
x 2% 2kn — > 

== _ 
Dom(f) = IR (2km > h keZ 
Ran(f) = IR 
Resolución: 


Teniendo como referencia el dominio y rango de la función básica: 


y = senx: Dom(senx) = IR; Ran(senx) = [-1; 1] 


Entonces: x € IR > (2x) € IR 
Luego: Dom(g) = IR 


Como en el dominio no hay restricciones: 


=1 < cos2x < 1 
—4 < decos2x < 4 
5 < 4cos2x + 9< 13 
—_—— 


5 < g(x) € 13 


Entonces: Ran(g) = [5; 13] 


.. Dom(g) = R A Ran(g) =[5; 13] 


Resolución: 


La función h(x) está definida v x € IR, no es necesario hacer 
alguna restricción. 


Buscamos que h(x) presente un solo operador trigonométrico: 
h(x x) = sen?x + 2senx + 1 = = (senx + 1) 2. (1) 


A continuación tomaremos la expresión (1) a partir del dominio. 


ComoxEe IR =-1<senx< 1 
1 + (1) < senx + (1) < 1 + (1) 
0<senx+1<2 


Elevando al cuadrado: 
0 < (senx + te 4 


a 
0<hx)<4 


Por lo tanto, el Ran(h) = [0; 4] 
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Resolución: 
El dominio de cosx no presentan restricción, pero f(x) por ser una 
fracción, su denominador no puede ser cero, entonces: 
1 — senx + 0 = senx Y 1 
Tr. 51. 9r. T. 
e oz, Y +] > 4 (+1) Ek Ez 
.. Dom(f) = IR — ((4k + 15 Ike), 


Resolución: 
Función de referencia: y = secx 
Dom y = IR — ((2n+1)%/neZ) 


Ran y =R — (1; 1) 2 


Para el domino de g(x): 


A+ 15 2x4 (20415 +G 

Znr 37 _ 4nrn+3m 
>XxXxAÁ e >xem+ q = HOZ 
xn +3) 
Luego: Dom(g) = - (An +3)7/n E) 


Para el rango de g(x): 


sec(x- %) e R- (-1; 1) 


4 
5sec(x — 3) E R- (-5; 5) 
5sec(x — 7) +1 € R- (-4; 6) 
Luego: Ran(g) € IR — (-4; 6) 


Resolución: 
Función de referencia: y = tanx 


Dom(tanx) = IR — ((2n + 15 neZ) 


=2x- 34 (2n+1)5 => 2x4 (2n + 1) 


Br nz, Br 
2x4 nn + 6 E 2 +4 


Luego: Dom(f) = IR — fs: + > ne 2] 
Ran(tanx) = IR 
Luego, a partir del dominio obtenemos: 


—o0 < tan(2x — 3) < +00 


=o0 < Ttan(2x — 2 +3< +00 
OXÁXXAXA2 AA 
—o0 < f(x) < +00 
Entonces: Ran(f) = IR 


.. Dom(f) = IR — (+ ne 2] A Ran(f) = IR 


das 


Ty 
2 


UNIDAD 4 
O p FUNCIONES TRTSONOMÉTRICAS 


INVERSAS 


Debemos recordar que todas las funciones trigonométricas son funciones periódicas, es decir, ninguna de estas 
funciones tiene inversa. 


Esto se comprueba ya que podemos obtener diferentes valores de ángulos que tienen el mismo valor del seno, 
coseno, tangente, etc. 


Sin embargo, si restringiendo el dominio de cada una de estas funciones podemos hallar la inversa. 
A continuación detallaremos cada una de las funciones trigonométricas inversas. 


CD) FUNCIÓN SENO INVERSO O ARCO SENO (y = arcsenx) 


La función inversa del senx es arcsenx. La función es creciente en todo su dominoo y es impar: | arcsen(—x) = —arcsenx 
Gráficamente: 


Observación 


CD) FUNCIÓN COSENO INVERSO O ARCO COSENO (y = arccosx) 


La función inversa del cosx es arccosx. Es una función decreciente en todo su dominio. No es par ni impar. 


Gráficamente: 


y = f(x) = cosx y =f*(x) = arccosx 
Dom(f) = [0; 1] Domff*) = [-1; 1] 
Ran(f) = [21; 1] Ran(f*) = [0; 11] 
Ejemplos: 
Halla el valor de cada una de las siguientes expresiones: 
1. arcsen( $) 2. arccos d2 Importante 
Sea: 0 = arcson( +) Sea: O. = arccos (2) 
> 0 € |- 1/2; 1/2] ; send = 5 ..0=-Tr/6 >= 0.€[0; 1], cosa = (2) -.0=7/4 


CD FUNCIÓN TANGENTE INVERSA O ARCO TANGENTE (y = arctanx) 


La función inversa de tanx es arctanx. La función es creciente en todo su dominio y es impar: | arctan(—x) = —arctanx 
Gráficamente: 
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: Hay diversas maneras de | 
: denotar su función inversa, : 
: por ejemplo: : 
E y =arcsenx o y=sen"lx 

: Se lee: “y es un arco cuyo 

: seno es x” 


O E 


: Propiedad: 
¿ arctanx + arctany = 


Y + kr : 
xy : 


arctan| 7 


¿ Donde: 
¿Siixy<1l =>k=0 
¿Sixy>1 y x>02y>0 


E Md 
¿ Siixy> 1 y x<00»ny<0 
+ > k=-1 
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() FUNCIÓN COTANGENTE INVERSA O ARCO COTANGENTE (y = arccotx) 
La función inversa de cotx es arccotx. La función es decreciente en todo su dominio. No es par ni impar. 
Gráficamente: 


y = f(x) = cotx 
Domí(f) = (0; 1.) ( 
Ran(f) = (—00; +00) Ran(f*) = (0; 1) 


Ejemplos: 
+ arccot(2 + 4/3) 
Sea: o, = arccot(2 +43 ) 


> 0€(0; 7); cota =2 +43 
. 00=71/12 


+ arctan(-1) 
Sea: P = arctan(—1) 
= BE (1/2; 1/2); tanf =-1 
-. PB=-x/4 


() FUNCIÓN SECANTE INVERSA O ARCO SECANTE (y = arcsecx) 
La función inversa de secx es arcsecx. La función es creciente. No es par ni impar. 
Gráficamente: 


y = f(x) = secx 


y =f*(x) = arcsecx 
Dom(f*) = (—oo; -1]U[1; +00) 
Ran(f*) = [0; 1] — 5 


Dom(t) = [0; 11] 15) 
Ran(f) = (oo; -1] U[1; +00) 


() FUNCIÓN COSECANTE INVERSA O ARCO COSECANTE (y = arccscx) 


La inversa de cscx es arccscx. La función es decreciente y es impar: 
Gráficamente: 


arccsc(—x) = —arccscx 


y = f(x) = cscx y = f*(x) = arccscx 


Dom(f') =(—oo; -1] U[!; +00) 


Ran(1) = |--5:5-|-40) 


Dom(f) = |-5: 5-10) 
Ran(f) = (00; -1] U[1; +00) 


Ejemplos: 
*  arcsec2 
Sea: O = arcsec2 
> 0 E[0; 1] — (1/2), secó = 2 


+ arcesc(- 2) 
Sea: q = arcesc(—/2) 
> 0 El 1/2: 1/2] - (0); 


.09=1/3 esco =—42 
0 =-1/4 
Propiedades: 
1. | FTlarcFT(x)] =x; v x € Dom(arcFT) 2. | arcFT[FT(x)] =x; Vx € Ran(arcFT) 
Es decir: Es decir: 
* sen[arcsen(x)] = x; Vx € [-1; 1] * arcsen(senx) = x; Vx € [—11/2; 10/2] 
» cosfarccos(x)] =x; Vx € [-1; 1] * arccos(cosx) =x; Vx E [0; 11] 
* tan[arctan(x)] =x; Vx € IR * arctan(tanx) = x; Vx € (—10/2; 1/2) 
S cot[arccot(x)] =*X; VXxXER . arccot(cotx) == Vx € (0; T) 
" seclarcsec(x)] =x; Vx € (00; -1] U[1; +00) * arcsec(secx) =x; Vx E [0; 1] — (10/2) 
" csclarcosc(x)] =x; Vx € (00; 1] U [1; +00) * arcesclcscx) = x; Vx E [-10/2; 1/2] — (0) 


Resolución: 


Para el dominio: Resolución: 
1 1 
ASAS 1 - EXE q Del enunciado tenemos: 
: 0 arcsec7 =0. arccsc8 =0 
... DomF = | 7 e 


E 
Para el rango: ye a O D 
1 v63 


Y <arcsentx< TL 
2 2 


Luego: 
=TT E 2arcsendx < Te 
P= 2 tan*arctan /48 )+ 2 cot(arccot 63 ) 
FOX) 12 9 
*. RanF = [=x; 11] Por propiedad sabemos que: 


tan(arctanx) = x 
cot(arccotx) = x 


Aplicando esta propiedad tenemos: 


P= 1487 + 5 (4/63) 


Resolución: 12 


Sea: arcos; =0 = c0s0 = > P=20+ 14=34 


Luego: 

k =sen%9 

Por identidades: 
k=1-cos%9 


1 2 
k=41- (5) 
Resolución: 


0= arcsen( 5) un arcoos |) + arctan /3 


Por propiedad: 


arcsenx + arccosx = $ vxe[-1; 1] 


.3 ' 
Resolución: Como: y € [-1; 1] 
Empezaremos a trabajar desde la parte interna hacia afuera. 
> arcsen(¿) + arccos =X 


arosenf- = B = senf = 5:p=2 8 2 
Reemplazamos: Además: arctan 3 = 5 
Me sec[arctan (2005(2.-<-))| Reemplazando tenemos: 
M= sec|arctan(2c0 3)] 0= (5)+ (5) = dE 
== 
j .Q= 51 
2 6 


M = sec[arctan1] 


Luego: 
arctani = 0 = tan0=1; O= a 
M=sec A = /2 


4 
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Resolución: 
Por propiedad: 
2 1 


= 1 £_ 1 
E =arctan 3 + arctan 3 arctan 3 


— arctan AL 


E =arctan 8 


E =arctan l- arctan 1 


7 8 


E =arctan 


> E =arctan1 
¿¿E=40* 


Resolución: 
H = sec (arctan 2 cos (Zarcsen 2) 
——— 
30* 


H = secíarctan[2cos(2 . 30)]) 


H = sec(arctan[2cos60”]) 


H = secíarctan1) 


o 
45" 
-. H=sec45"= 4/2 
Resolución: 
M= tan(7 - arccot3 ) sabemos que: 
Entonces: 
tan na — tan(arccot3) 4 
M= : pero: arccot3 = arctan 3 
1 +tan Stan (arocot3) 
1 ti 2 
1 — tan[arctan 7 1 £ 
a 3 ) 21323 A 
Mo EP E 
1 +tan (arctan 5) 1+ 3 3 
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Resolución: 
Sea: M = co5/arcsen $ + arcsen 5) 
e Te a, 
a $ 
M = cos(a + p) = cosa.cosp — senaseng  ...(1) 
a 3 -3 
a. = arcsen- = sena = $ 
5 
3 =C0SQ = - 
4 
- 15 = 
Q = arcsen 17 > send = 7 
d 
= COSp = 17 
DJ 
15 


Reemplazamos en (1): 


(AN BA (3/51 3245 21 13 
M= (537) (7) a e=3 


Resolución: 
En estos casos se analizan dos posibilidades. 
1.? Si n es par, entonces (-1)” = 1, luego: 


8 =arccos(1) — arcsen(1) — arccot(1) => 8 =0 — 5 - a o 
Tr xr 
0 2 4 


2.” Si n es impar entonces (—1)” = -1, luego: 


»90=1 +1 31 - $ 
4 


9 =arccos(—1) — arcsen(—1) —arccot(-1) > A 
: _A 37 
ij z 4 
Observamos que: 
3 


Si n es par, entonces: O == 


Si n es impar, entonces: O = ds 


(- 1er 


Entonces: O = a 


-VneZ 


ECUACIONES TRIGSONOMÉTRICAS 


CD DEFINICIÓN 


Son igualdades condicionales donde la variable (x) o arcos de la forma (ax + b) se encuentran afectados de 
algún operador trigonométrico como seno, coseno, tangente, etc. 


Ejemplos: 
. == A . Tr —E . —ÁÑ 
sen2x = > tan(2x + 6 ) =1 senx + Cos2X = 1 
*  COSX= A *  tanx + tan2x =0 + tan?2x + 1= 2sec?x + tanx 


CD) ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA ELEMENTAL 


Es de la forma: 


Donde: 
a, b son constantes con a 4 0 y FT es cualquiera de las seis funciones trigonométricas (seno, coseno, tangente, 
cotangente, secante o cosecante). Además N es un valor admisible. 


VP = arcFT(N) 


FT(ax + b) =N 


Forma inversa: 


Donde VP es el valor principal del ángulo (ax + b) definido en el rango de la función trigonométrica inversa. 


Ejemplos: 


Ya Y3 


« sen2x= 2 =VP= arosen( 23) = EN * cot(mx) = 3 = VP = arccot(3) 


. cos(x 3) = 2 >VP= arcoos [4?-) = . seo[ 3: + 3) =-5=VP = arcsec(-5) 


= xr 
4 2 3 
; tan($ a 2) =-1 =VP=arctan(-1)= E . csc(2x - 3) =2 => VP =arccsc(2) = > 


Expresiones generales (xg) 
Para el seno y la cosecante: 


Siisenx=N >| xg=kn + (A) VP py sicsox=N >| xg=km + (1) VP [VkeZ 


Para el coseno y secante: 


Si: cosx=N = X= 2kn + VP 


y si: secx=N = Xq = 2kn + VP ¡VkEZ 
Para la tangente y cotangente: 
Si: tanx =N = [x= kn +VWP > by si: cotx =N =[ xg=kn+VP | VkeZ 


() SOLUCIÓN GENERAL DE UNA ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA ELEMENTAL 
Se realizan los siguientes pasos: 
1.* Se halla el valor principal (VP) de la ecuación trigonométrica. 


2.” Se iguala el argumento a una de las expresiones generales, de donde se despeja la variable x, obteniéndose 
la solución general de la ecuación trigonométrica. 


Ejemplos: 
1. Resuelve: 2. Resuelve: 
al sx _ 
C0s2X = > tan > =1 
Resolución: Resolución: 
VP = arccos (2) = 3 VP = arctan(1) = z 
Luego: Luego: 
2x=2kn + L;kez Xx T. 
3 > kr + q keZ 
x= kn+T;kez 2, m. 
6 Xx 5 + 10" keZ 


TRIGONOMETRÍA - 


: Una ecuación no es trigono- : 
: métrica si la variable incógnita : 
3 “x” se encuentra dentro del : 
¿operador trigonométrico y fue- : 
¿ ra de él. : 
¿ Ejemplo: 


+ tan3x=2x- 1 
+ tanx=x?-1 
* 1 4+C08S2X = TX 
* X+Senx=x1 


: Para resolver este tipo de 
: ecuaciones es indispensable : 
¿ recordar el valor de las razo- : 
3 nes trigonométricas (RT) de : 
: ángulos notables, los signos : 
: de las funciones trigonomé- : 
¿ tricas (FT), la periodicidad, y : 
3 otros conceptos vistos en ca- : 
:  pítulos anteriores. : 


Observación 
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Atención 
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CD SISTEMA DE ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Un sistema de ecuaciones trigonométricas está formado por varias ecuaciones donde por lo menos una de ellas 


es trigonométrica y las demás algebraicas. 


Ejemplos: 
1.[ senx — seny = EA 
2 
COSX + COSy A 
3.| tanxtanz = 3 
tanytanz = 6 
X+y+Zz="5 


5.[ sen?x+ cos*y = 


Bj ajo 


cos*x — sen*y = 


Ejemplos de aplicación 


1. Resuelve e indica el conjunto solución de 
sen5x + senx = sen3x 


Resolución: 

Transformamos la ecuación: 
senBxX + senx = sen3x 
2sen3xcos2x = sen3x 

2sen3xcos2x — sen3x = 0 

sen3x(2c0s2x — 1) = 0 
Si: sen3x = 0, entonces: 
VP=0 > 3x=n1 + (-1)"VP 


_n 
ES 
OE _ nm. 
Luego: Sy = (x/x = 3 h nez 
Si: 2c082x — 1 =0 


2c0s2x=1 = cos2x = 1/2 


=> 2x = 2n1 + VP 


x=nT+ 
, _ _ Tr. 
Luego: CS, = xix =miS H neZz 
Finalmente: 
CS = CS, UCS, 


CS= (x= EE vx=n2 15) vneZ 


2. Halla la solución general de: 


cotX = senx + cotx 


2 
Resolución: 
Tenemos: 
cot = senx + cotx 
Por propiedad: Cot = Cscx + cotx 
Entonces: 
CsCxX + cotx = senx + cotx 
Simplificamos: 
CSCX = SENX = Id senx 
senx 
Da 
= senx= 1 


0 


As 

_ 2ñ 

4 y => 
senx + seny= 9 
2 

1 

6. X+Y= 4 


sen2x + seny = 42 


De donde: 
1 —sentx=0 => costx=0 


= cosx=0 


Con la circunferencia trigonométrica: 
sz rl 
x= (+15): kez 


. Halla la solución general de la siguiente ecuación 


trigonométrica: 
tanx + 2tanx— 1=0 
Resolución: 
De la ecuación tenemos: 
tanx + 2tanx-1=0 
2tanx = 1 — tan?x 
2tanx__y 
1 —tan?x 
Por ángulo doble de la función tangente: 
tan2x = 1 

Aplicamos la solución general para la tangente: 
2x =kn +VP 


_ kr +arctan(1) 
2 AZ 
2 
en ka + 
2 
x= 5,2 


Resolución: 


Como sec?x = 1 + tanzx, entonces: 
2tanx = 1 + tan"x 
0=1- 2tanx + tan?x 


0=(1 —tanx)? 
> tanx = 1 
=X 
VP= 4 


Luego, la solución general será: 
x= ¿[kn + E IkeZ) 


Resolución: 

Se tiene que: 

VP = arcsen0 = VP =0 

Usando la expresión general para el seno: 
X6 =Kkm + (1) VP; ke z 

> X6 =Kn + (-1):(0) 
XxG =krx 


Luego: 


2x- > =kn>x= 2 + 6 ; KE Z (solución general) 


Siik=0=x= a (solución principal) 


Resolución: 
Factorizamos la ecuación: 


10sen?x — senx —2=0 
5senx de 
2senx 1 

= (5senx + 2)(2senx — 1) =0 


De donde: 
l. 5senx+2=0 


= e = 2 
senx = 5 =VP arosen( 5) 


> Xq, = Kn + Li arcsen( E): keZ 


II. 2senx—1=0 
E - XA 
senx = > >VP= 6 
>Xo, =kn + (A E: kEz 
Finalmente, la solución de la ecuación se obtendrá haciendo: 
X= XG; (Y) XG», 


x= [km + (1) arosen(—<-) U [kn + En ke Z 


Resolución: 


2senx — PSN 


senx 
> 2sen?x — senx-1=0 
(senx — 1)(2senx + 1) =0 
=senx-1=0 V 2senx+1=0 
l senx=1=VP => 
x= km + (15 x= 5 € 0; 21) 


Il. 2senx + 1 =0 = senx = -5> Vp= E 


x= kn (1)E: para que x E [0; 27.) 
k=1=x= E 
k=2=x= 42 


.*. Se tienen tres soluciones en [0; 21.). 


Resolución: 
Se tiene: tanx — tanx =0 > tanx(tanx — 1) = 0 
De donde: 
l. tanx= 0 ll. tanx-1=0 
= VP =arctan0 = 0 > tanx= 1 
=Xo, =kn + VP eos 
Xq, = Km; kez > Xg, =Kn +VP 


Xg, = Km + Ez 
Luego, la solución general será: x= Xg, U X, 
¿X= ¿ki U(ka + GH kEez 


Resolución: 
tan6x = da = arctan (2) =- 


Luego: Xq = kr + (=$) 


6x = kn — E 


Evaluando tenemos: 

S E a = 1n _55e 
k=0= x= 36 5 k=2=x 36 55 
= = sn p = - 1/n - a 
k=1= x= 36 25 k=3=x 36 85 


«. Piden: 25? + 55” + 85" = 165" 
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: Los triángulos oblicuángulos : 
: (oblicuos) pueden ser acután- : 


¿ gulos u obtusángulos. 


Importante 


: También se puede realizar : 
: la demostración utilizando el : 
: teorema de Euclides ya sea 

¿ para un triángulo acutángulo 

¿ u obtusángulo: 

: B Triángulo 
acutángulo 


H—m—H 


b=—— 
a? = b? + 0? — 2bm 


Triángulo 
obtusángulo 
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RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 
o OBLICUÁNGULOS 


Resolver un triángulo oblicuángulo significa calcular la medida de uno de sus elementos principales. 
Los elementos principales de un triángulo son sus tres lados y sus tres ángulos. 


Para resolver un triángulo oblicuángulo bastará conocer tres de sus elementos, uno de estos deberá ser 
necesariamente un lado del triángulo, y utilizaremos cuatro leyes fundamentales, que detallaremos a 
continuación. 


CD) LEY DE SENOS 


Los lados de un triángulo son proporcionales a los senos de los ángulos opuestos. 


B 
a _ bb _ c _ 
senA  senB  senC — ER 
C 
E 
Demostración: 


Para la demostración consideraremos el triángulo acutángulo graficado anteriormente. 


Del triángulo AMO: 
C 


senC = 2 = € => LL -2R 


Seguimos el mismo procedimiento para los otros dos lados del triángulo, conseguiremos los siguientes resultados: 


a 


_ b 
senA — año 


senB 28 


Por lo tanto, queda demostrada la ley de senos. 
(D LEY DE COSENOS 


En todo triángulo se cumple que el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos 
lados, menos al doble producto de estos lados por el coseno del ángulo que forman. 


a? =b? + 0? — 2bccosA c? =a? + hb? — 2abcosC 


Demostración: 


Para la demostración graficamos el triángulo obtusángulo ABC, además trazamos la altura AH en la prolongación 
de BC. 


A Del gráfico: 


b?=a? + c? — 2accosB 


sen(180* — C) = Ae = AH = bsen(180* — C) 


= AH = bsenC 


cos(180* — C) = + = HC =bcos(180* — C) 


H C = HC=-—bcosC 


Luego, aplicamos el teorema de Pitágoras en el triángulo AHB. 
AB?= HB? + AH? 

c? = (HC + a)? + (bsenCy? 
c= (=bcosC + ay + bósen?C 


c? = bécos?C — 2abcosC + a? + b?sen?C 
c?= b*(cos?C + sen*C) + a? — 2abcosC 
c? =a? + h? — 2abcosC 


De manera análoga se realiza la demostración para los dos lados restantes. 


CD LEY DE TANGENTES 


En todo triángulo oblicuángulo, la diferencia de dos de sus lados es a su suma como lo tangente de la mitad de 
la diferencia de los ángulos opuestos a esos lados es a la tangente de la mitad de la suma de dichos ángulos; 


: Para la demostración de la ¿ 
: ley de tangentes se utilizó la : 
¿ siguiente propiedad: : 


es decir: 
B 
(e a 
A b 6 
Demostración: 


De la ley de senos y aplicando proporciones tenemos: 


a—b _ senA — senB 


a __b a senA , 2 _ senA— senB 
senA  senB | ayb _senA+senB 2+b  senA+senB 
a  senA 


Luego, transformamos a producto: 


2sen(£55)005 (458) 25en( 255 )005 (258) 


a-b_ 2 e 2 2 

a+b 2sen(855)00s (278) 2005475 )sen( 438) 

DA B)oa[448) - la) 

a+b 2 2 tan( a >) Importante 


23) 
tan| 252 
a-—b 2 


9+D (235) 


> 


Las siguientes relaciones se comprueban de manera análoga. 


CD LEY DE PROYECCIONES 


Dado cualquier triángulo, uno de sus lados es igual a la suma de las proyecciones de los otros dos lados sobre él. 


B 


a=bcosC + ccosB b = acosC + ccosA 


Demostración: o o 
Del triángulo ABC, trazamos CH, perpendicular a AB. 


C 


De igual forma se demuestran las demás proyecciones. 


Cc = acosB + bcosA 


Del triángulo AHC: cosA = 0 
Del triángulo BHC: cosb = + 
Luego: 

c=m+n 


c = bcosA + acosB 
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([ RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE LOS SEMIÁNGULOS DE UN 


TRIÁNGULO 


En todo triángulo, con respecto a sus ángulos se cumple: 


1. Seno 


Observación 


p: semiperimetro = p = 
enB = 
fe =p 
a b= 
MA 


1. Inradio 


ZA 


p: semiperimetro 


3. Altura 


> 


5. Bisectriz exterior 


A 
E 
B a C 


—— 


2. Coseno 


Ñ A 
r=(p-= altan=> 
18 

r=(p — bjta n> 
Cc 

r=(p-= c)tan=> 
- asenBsenC 

senA 


h,= bsenAsenC 
senB 


— CsenAsenB. 
senC 
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3. Tangente 


p: semiperimetro 


p(p—a) A _ /(p—b)(p-c) 
bc dan = p(p—a) 
p(p—b) B_ /(e-alp-0) 
— 3 p(p —b) 

p(p=c 
Cc (p — a)(p — b) 
ab tano = Plp—0) 


2. Exradio 
la = ptan£- 
B 
ar Ip = ptan5- 
Pr N, 1 = plan < 
p: semiperimetro 
4. Bisectriz interior 
A _ 2bc A 
AS di proa 
b _ 2ac B 
C V, = + os 
_ 2ab 10 
d a e Ma 


6. Mediana 


A 
INS 
B EN M g 6 
2 2 


4m? =b? + c?+ 2bc cosA 


2 


4mé = a? + c? + 2ac cosB 


4m? = a? + b? + 2ab cosC 


Problemas resueltos 


Resolución: 
Del dato tenemos: 
a+b_c-a 


a+c  b 
b(a + b) = (a + c)(c — a) 
ba + b? = 0? — a? 

=> =a+pb+ab 
Por la ley de cosenos: 

c? =a? + bh? — 2abcosC 

Igualamos (1) y (II), y obtenemos: 
a? + b? + ab = a? + b? -— 2abcosC 


_ ab 
cosC = 20h 

sl 
cosC = > 


Luego, el valor del ángulo C es 120”. 


Resolución: 


Graficamos el triángulo y colocamos los datos: 


30” = mZA=105* 


AS 
A b 6 
Aplicamos la ley de senos: 

4 b Cc 


sen105” — sen30” — sen45” 


Reemplazamos los respectivos valores: 


EL 
— Asen30” _ 2 
sento. Y/6+/2 
4 
b=2(V6 - /2) 
Luego: 
q = Asen45” 
sent05* 


ERA 
e= 2 __16/2_ y2 
ena 216 +42) Y2 


A. A 
(112+2) 2/3+2 
c=4(/3 - 1) 


Resolución: 


Del gráfico tenemos: 


PAE : 


Aplicamos la ley de senos en el triángulo ABC: 


XK _ 5k _ _3k _5k 
> 2R = senO = 2R A sena = R 


A 


Nos piden calcular: 


3 
seno _ 2R _ 3k(2R) _ 3 


sena  5k  5k(2R)” 5 
2R 


Resolución: 


Por ley de senos: 
6 4 


senza sena 4 sena 


—, 25en0 Cosa. 3 0052 
senal 2 4 


Por ley de cosenos: 
4? =6? + x? — 2(6)(x)coso. 


16=36+ —12x(%) 


Luego: 

xÉ —9x+20=0 
(x— 5)(x— 4) =0 
>x=5vV x=4 


Si:x=4=a =45* =c0sa. = My 


Su 


X= O 
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En un triángulo ABC, se sabe que: a = 


; E 5 
coseno del mayor ángulo interno. 
Resolución: 
Graficamos el triángulo ABC: 
B 
a D.0 
A k 
6k 4.5 6 
4k a=4kAb=5kAC=6k 
Sabemos que a mayor ángulo se 
le opone mayor lado. 
A 5k 


Aplicamos la ley de cosenos: 
c? =a? + b? — 2abcosC 


(6k)? = (4k)? + (5k)? — 2(4k)(5k)cosC 


36k? = 16k? + 25k? — 40k%cosC 
36k? = (16 + 25 — 40cosC)k? 
36 = 41 — 40cosC 


dsd 
cosC = 7 => 
1 


= cosC = El 


> Si se tiene que cosa. = EZ, calcula d. 


Resolución: 


Por dato: cosa. = Sl 
Por la ley de senos: 
d___2_ _q-2sen37" 
sen37” sena sena 
3 
2 2 
s día (5)_ 2-2 ] 
sena  5sena 5senol 
>= 36 == 36 > 
25 (1 —cos“a) 1/21 
25/1-(%1) 


=¿-Lod=9 


5 d=3 
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b_ 


Calcula el área de la región sombreada mostrada en la figura: 


B 


Resolución: 
Del teorema de Herón tendremos: 


Ar=/p(p-a)lXp=bAp=c) 


Como: p=12+14+16 L— 16 91 

Luego: 

Ap=/21(21 - 14)(21- 1621-12) = 21415 
Pero sabemos: 

Aj=p.r=21/15  =21r=21415 


c.1=415 
Finalmente el área del círculo es: 
Aj == n(/15) =15n 


E) dos automóviles parten simultáneamente de una estación con 


movimiento rectilíneo uniforme siguiendo pistas que forman un 
ángulo de 60”. Las velocidades que llevan son de 36 y 72 km/h. 
Calcula la distancia que los separa al cabo de 3 horas y 30 minutos. 


Resolución: 


o 
x 


D 
A b Cc 
Del MRU sabemos que: d=v.t 


Luego tendremos que: 
c= (36 17 Js h) =126 km 


b= (72 1765 h) =252 km 


Como ya conocemos 3 elementos del triángulo ABC, podemos 
calcular los 3 elementos restantes. En este caso calcularemos el 
lado opuesto al ángulo de 60*, usando la ley de cosenos. 


xé =b? + 0? — 2bccos60” 

x2 =252? + 126? — 2(252126)(>) 
2 =79 380 — 31 752 

x= 47 628 

EN 


x=1264/3 km 


O SECCIONES CÓNICAS 


CD DEFICICIÓN 


La superficie cónica se genera al girar una recta llamada generatriz alrededor de otra recta fija llamada eje, con 
la cual se corta en un punto v, llamado vértice. 


Importante 


Denominamos sección cónica a la curva de intersección de una superficie cónica con un plano. 


Las secciones cónicas generadas son: la circunferencia, la elipse y la parábola. 


eje eje 


Circunferencia Elipse Parábola 


CD LA CIRCUNFERENCIA 


Una circunferencia es el conjunto de puntos de un plano que equidistan de un punto fijo del mismo plano. 
A ese punto fijo lo llamaremos centro (C(h; k)) y a la distancia de ese centro a cualquier punto (P(x; y)) de la 


circunferencia lo llamaremos radio (r). Y Nota | 
PA Nota 


¿ La ecuación canónica de la : 
: circunferencia, es: : 


( Pocy) : 


La forma ordinaria de la ecuación de toda circunferencia con centro C(h; k) y radio r es: 


(x— hy? + (y -k)?=7? 
Donde: P(x; y) es un punto cualquiera de la circunferencia. 


Ecuación general de la circunferencia 
Desarrollamos la ecuación ordinaria y obtenemos la ecuación general. 


A+ yk o= A 

2h + hy 2 += 

Xx 4y? + (-2h)x + (2k)y ++ h?-1?=0 
Donde: 2h =A; 2k=B;k?+H?-2=C 


Entonces: | x+ y +Ax+By+C=0 


Ejemplo: 

Halla el centro y el radio de la circunferencia: 
Xx + y? — 8x— 10y=8 

Resolución: 

Para llegar a la ecuación general de la circunferencia debemos completar cuadrados a la expresión dada: 
Xx -2.4.x+16-16=(x-4) - 16 

y -2.5.y+25-25=(y - 5)? - 25 
Luego: 

(x — 4)? - 16 + (y - 5)? -25=8 

(x— 4)? + (y - 5)? =49 

Por lo tanto: (h; k) = (4,5) Ar=7 


Observación 
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Observación 


: Sabemos que: 

: 2a: longitud del eje mayor 
: 2b: longitud del eje menor 
¿ 20: distancia focal 


¿ Entonces se cumple: 
; a? =p? + 0? 


A hi 


¿ La excentricidad (e) de una : 
¡ elipse es un número que : 
i mide el mayor oO menor : 
: achatamiento de la elipse. : 


ce=£:0<e=1 
: a 


Importante 


68 l Intelectum 5.2 


CD LA ELIPSE 


La elipse es un lugar geométrico de los puntos de un plano cuya suma de distancias a dos puntos fijos del 


mismo es constante. A esos puntos fijos se les denomina focos. 


Elementos: 


Focos (F; F'): son los puntos fijos de la elipse 

Eje focal UA recta que pasa por los focos 

Vértices (V,; V):son los puntos de intersección de la elipse con el eje focal. 
Centro C(h; k): punto medio del segmento V¿V,. 

VW V,:eje mayor. Además: V¿V, = 2a 

B,B,: eje menor. Además: ByB, = 2b 

Eje normal (L,): recta perpendicular al eje focal que pasa por el centro (C(h; k)). 
F'F: Distancia entre focos; (F'F = 2c) 


Además, se cumple que: a > b 


Lado recto (RS): es una cuerda perpendicular al eje focal y pasa por cualquiera de los focos. 


La gráfica de la elipse es la siguiente: 


Ecuación general de la elipse 
Es posible transformar la ecuación de la elipse a una ecuación cuadrática. 
Partimos de la ecuación ordinaria, desarrollamos los binomios y luego agrupamos convenientemente: 


nr, eS 


az + NU = 1, (elipse de eje horizontal y centro C(h; k)) 
2h, Y 2H O, 

2 2 Si 

a b 
2 2 is 2 
X —2xh 4h PU Ej si 

a b 

2 2 2_ 2 
co(> 2h Eh Jet llo )-0to 

a b 


box? — 2nb%x + bh? + aly? — 2ka?y + ak? - ap? =0 
0? + aly? + (-2hb?)x + (-2ka3)y + (bóh? + a?k? — atp?) =0 


> Axé +By?+Cx+Dy+E=0 


Ecuaciones de la elipse con eje focal paralelo al eje x e y 


Ecuación de la elipse de centro C(h; k) y eje focal paralelo al eje x. 


IE ¿A se Het PO Ne 
Foco CU) Plheok)W 


Ejemplos de aplicación: 


e (y-3Y 
2 


Determina sus elementos (vértices, extremos del 
eje menor, focos y la longitud del lado recto). 


1. Dada la ecuación de la elipse: = 1 


Resolución: 
Notamos que la elipse tiene como centro al punto: 
C = (0; 3) 


Además: 25>9 = a=5yb=3 
hate 
9=25-c? 

>=Cc=4 


Entonces, el eje focal de la elipse es paralelo al 
eje y. 

Sus vértices son: 

V, =(0;3-5) = V; =(0; -2) 

V, =(0;3+5) = V; =(0; 8) 


Los extremos del eje menor son: 
Ay =(0-2;3) = Ay = (-2; 3) 
A,=(0+2;3) = A,= (2; 3) 


Los focos son: 

F, =(0;3-— 4) > F; = (0; -1) 
F, = (0; 3 +4) = F,= (0; 7) 
Longitud de lado recto: 


20% _2(0) 18 
di a 505 


2. Según la ecuación de la elipse: 


Observación 


100x? + 64y? = 6400 

Halla el perímetro del triángulo F/F2P, siendo F; 
y F> los focos, y P un punto cualquiera distinto de 
los vértices. 


Resolución: 
Transformamos la ecuación: 


100x? , 64y” _ 6400 

6400 6400 6400 

2 Z 

X_Y - 

>. 

De donde: a? = 100; b?=64=a= 10: b =8 
Además: c?=a? —b?=100 - 64=36=c=6 


Piden: 

Perímetro del AF¿F2P = F¿P + PF) + F4F> 
Por definición: 

F¿P +PF)2=2a = 2(10) = 20 

Además: F¿F, = 2c = 2(6) = 12 


Luego: 
Perímetro del AF4F)P= 20 + 12 = 32 
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Observación 


Observación 


y 
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CD LA PARÁBOLA 


Es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de un punto y de una recta del mismo plano. El 
punto se denomina foco y la recta directriz. 


Elementos: 


Foco (F): punto fijo de la parábola 

Vértice (V(h; k)): es el punto medio del segmento trazado perpendicularmente del foco a la directriz. 
Eje focal (L): divide simétricamente a la parábola. 

Directriz (Lo) : recta perpendicular al eje focal. 

Lado recto (AB): segmento perpendicular al eje focal que pasa por el foco. 


Cuerda focal (EQ): segmento que une dos puntos de la parábola y pasa por el foco. 


Ecuación de la parábola 


1. Ecuación de la parábola, cuyo eje focal es paralelo al eje x. 
* Sila parábola se abre hacia la derecha (p > 0): 


Ecuación ordinaria 
(yk) = 4plx— h) 
p>0 


y Lo 


Ecuación ordinaria 
(y -=k)?=4p(x-h)  [p<0 


2. Ecuación de la parábola, cuyo eje focal es paralelo al eje y. 
* Sila parábola se abre hacia arriba (p > 0): 


Ecuación ordinaria 
(x— hy? =4p(y — K) 
p>0 


+ Sila parábola se abre hacia abajo (p < 0) 


Ejemplos: 


1. Halla la ecuación de la parábola cuyo vértice y 
foco tienen como coordenadas (-4; 3) y (-1; 3); 
respectivamente. 


Resolución: 

Por dato del enunciado, sabemos que: 
V(-4; 3) y F(1; 3) 

Además, la parábola es paralela al eje x. 
Calculamos el valor del parámetro (p): 
p=(1) (4) =3>0 

Luego, la parábola se abre hacia la derecha. 
Se cumple: (y — k)? = 4p(x — h) 
Reemplazamos los valores: 


(y — 3) = 4(3)(x + 4) 
(y - 3? = 12(x + 4) 


2. Halla la ecuación de la parábola cuyos puntos 
extremos del lado recto son S(1;3) y R(7; 3), si esta 
se abre hacia arriba. 


Resolución: 

SR=|4p|= (7 - 1)? + (3-3)? =6 
0 3 ed 

>4p=6V4p=-6 +p=>3 vVp= > 


Como la parábola se abra hacia arriba, entonces: 
-3 

sido 

Ahora, el foco F es punto medio del lado recto SR: 


14+7.3+2 NET 
3 332) > F(4:3) = Flip +K) 


>h=413=3+k=>k= 


mn] 


La ecuación, es: 


0-0 d2Yo-e) 


>h=4 A 3=+k=k=3 


La ecuación, es: 


3. Halla la ecuación de la parábola, cuyo vértice y foco 


. Halla el vértice, el foco y la longitud del lado recto 


. El vértice de una parábola está sobre la recta 


Ecuación ordinaria 
(x— h)?=4p(y —K) 
p<0 


Observación 


son los puntos V(5; 4) y F(5; 2), respectivamente. 


Resolución: 
Víh; k) =V(5;4) =>h=5 A k=4 
Flh;k+p)=F(5;2)>k+p=2=p=-2 


La ecuación de la parábola es: 
Q:— h¿=4ply — k) 
(x— 5) =-8(y — 4) 


de la parábola: 
y? —6y +10x-1=0 


Resolución: 
Completamos cuadrados: 
y? -6y +9=-10x + 1 +9 


(y - 3)? =-10x +10 
-32=a( Nx 
y-3? =4(-3)0—1) 
Entonces: 
Vértice: V(h; k) = V(1; 3) 


en o =F(-3 
p=5 >= Fe pi) =F(-353 


SR = 149 |=|4()|= 10 


3x + 7y + 1 =0 y el foco es el punto F(2; 1). Halla 
la ecuación de tal parábola. 


Resolución: 

V(h;k) EL: 3x+7y+1=0=3h+7k+1=0...(1) 

Además: F(h; k + p) =F(2; 1) =h=2 (2) 
k+p=1 ...(3) 

Reemplazando (2) en (1): 

3(2) +7k+1=0=k=-1 ...(4) 


De (2) y (4):k+p=-1+p=1=p=2 
Por lo tanto: V(2; —1) 
La ecuación es: (x — 2)? = 8(y + 1) 
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Problemas resueltos 


Resolución: 


De las coordenadas de los vértices notamos que el eje focal es 
paralelo al eje x. 
Luego, la ecuación de la elipse es de la forma: 


GAR, Y, 


——— + —_—_—_—_— 


a? p? 


Calculamos el centro de la elipse: C = EA E 2) : 3 > 3 ] = (2; 3) 


Además: V/V¿=2a = [6 — (-2)]? + (3 - 3)? 
2a = (8? + 0? 
2a=8 =a=4 

Ademéás, por dato sabemos: 


2 
SR=2 A 
a 2 


Por lo tanto, la ecuación y la gráfica de la elipse es: 


Resolución: 


(2 4-3? _ 


A FA 
En el ls OTN (teorema de Pitágoras): 


a? +(15 -a)?=(3/13 


=a=622=09 (no cumple) 


La ecuación de la circunferencia es: 

E: (x 8)? + (y - 9? =6? 

Desarrollando, obtenemos la ecuación general: 
Ex? 4 y? -12x — 18y +81=0 


Resolución: 
Graficando la parábola: 


Resolución: 


Dato: y = 12x (De aquí deducimos que el vértice es el origen de 
coordenadas y que el eje focal es el eje x) 


Luego: 4p =12 =p =3 (p >0, entonces la parábola se abre 
hacia la derecha) 
Graficamos: 


De la figura, se observa que la parábola se abre hacia arriba, 

entonces p >0. 

p=9-5=4 Sabemos que AB =4VF, entonces: 
FB =2VF >mFBV =53/2 

En el triángulo rectángulo VBC: 


Por lo tanto, la ecuación ordinaria de la parábola es: mzFCB = m-FBV = 53/2 >FC = 2/6) =12 


(x — 6)? =4(4)y — 5) 
(x 6) =16(y —5) 
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Luego, las coordenadas del tercer vértice del triángulo son: 
(a; 0) = (15; 0) 


LÍMITES Y DERIVADAS DE 
O FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


CD NOCIÓN INTUITIVA DE LÍMITE 


El símbolo lim f(x) = L significa que una función f(x) tiende, o se aproxima a L, cuando x está muy próximo a c 
(diferente de c) o dicho de otra manera, para x próximo a c, pero diferente a c, f(x) está próximo a L. 


Observación 


En el gráfico que se muestra, la curva representa la gráfica de la función f(x), el número c aparece en el eje x, 
el límite L, en el eje y. 


Los números x, que están próximos a c, se dividen en dos clases: los que están a la izquierda de c y los que 

están a la derecha de c. 

. im f(x) = L: significa que cuando x se aproxima a c por la izquierda f(x) se aproxima a L, o el límite de f(x) 
por la izquierda cuando x tiende a c es L. 

. Lim 1(x) = L: significa que cuando x se aproxima a c por la derecha f(x) se aproxima a L, o el límite de f(x) 
por la derecha cuando x tiende a c es L. 


Ejemplo: 


+ Dela gráfica se observa que: 


iS =3 y f(x) = 3 


lí 
x= (-2y+ 


Por lo tanto: lim 20) = 3 sin importar que f(-2) = 4 
a 


* Encambio: 
lím 10) =7 lim f(x) =4 
¿lim 109=7 y lim 109 


Por lo tanto: lim, f(x) no existe 
Xx 


CD) TEOREMA DE ESTRICCIÓN 


Sean f, g y h tres funciones reales de variable real y además c un punto que no pertenece necesariamente a 
Dom(f) n Dom(g) n Dom(h) H 6. 


Si se cumple que: Observación 

1) 100) < a(x) E h(x) 

ii) lím f(x) = lím ho =L 
*x=C *x=C 


Entonces: lim g(x) =L 
x>cC 
Ejemplo: Como: límO = lím/x|=0; entonces: 
x— x> 
Calcula: L= lim xsenZ 
x=0 Xx , 1 
ES lím Ixsen=--|=0 
Resolución: x—0 X 
[xsen£|=|x|[senh , 
4 lím xsen—= 0; pues lím f(x) =0 > lim [f(x)] = 0 
Como: [sen—| < 1; vx 40 x-0 X x-0 x-0 


ix|senf|<px > 0< |xsent|<]x] “.L=0 
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Atención 


¿ VneR;n%0se cumple: 
: sen (nx) 


y oa 
a x-0 Xx 
El PA 

: x-0 Xx 


¿ vm,neR;n0 se cumple: 


o 


sen(mx) _ m 
x-0 sen(nx)  n 
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CD LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS 


Vamos a utilizar el teorema de estricción para demostrar los límites trigonométricos que veremos en cálculos 


posteriores. 
Teorema 1 
lim $2 - 4 
x=0 X 
Demostración: Área de Área Área de 
1. Analizamos cuando x tiende a cero por la derecha, artón delicrlof adión 
es decir, para x > 0: 9 < < g 
y triangular circular triangular 
ABO AOB OAC 
1 1 1 
2 senx < 2 x < 2 tanx 
senx  < x <  tanx 
a 1 
Multiplicamos por em ) 
1 < XA < e E 
senx COS X 
Invertimos: 
COsXx  < e el (1) 


Ahora analizamos cuando x tiende a cero por la | Como x<0 


izquierda, es decir, para x < 0: Isenx] = —senx, |x] = — Xx; ltanx] = —tanx 
Luego: 
—L senx < lr < A tanx 
2 2 2 
Multiplicamos por (-2): 
senx > Xx > tanx 
senx x y tanx 
senx senx senx 
1 Ed o E < E 
senx COS X 
1 1 1 Senx 
>|senx] < =I|x] < +]tanx AENA, 
7 [Senx] < 7lx] < 3 ltanx] Cosx  < S < 1 
de ; , im SENX 
De (1) y (11), además lim, cosx = cos0=1 y lim 1 = 1, se tiene que: MM =i 
x— x— x— 
Teorema 2 
lím H8nX - y 
x-0 X 
Demostración: 
senx 
lim L2ANX _ pim L05X_ _ pim -SENX_ _ lim ($E) AY lim SEX tim A 
x>0 X x>0  X x=0 XCOSX  x—=0l X COS X x=0 X 'x-=0CO0SX 
A A 
1 1 
Teorema 3 
líÍm 2fcsenx _ y 
x-0 Xx 
Demostración: Hacemos: 6 = arcsenx, entonces 6 tiende a O 
Por FTI: sen(arcsenx) = x lim 2ICSenX _ fi 0 l (+20) 
arcsenx _ _ arcsenx como x > 0 se ES 408900 901 9 
Xx sen (arcsenx ] a 
( ) = arcsenx — 0 = ( lím Sen0. 
0-0 8 
 arcsenx _ y; arcsenx 
lim 228 = lim, — AAA 
xo x> sen (arcsenx) lím Alcsenx = (17 > lim ACSENX _ 4 
x—0 Xx x—0 Xx 
Teorema 4 
lim arctan X =1 
x=Ú Xx 


() NOCIÓN INTUITIVA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCIÓN 
Consideremos la curva y = f(x) que corresponde a una función continua y en ella dos puntos diferentes P(X+; y) 


Y2=Y1 


y Qlo; Yo). PQ es una recta secante a la curva con pendiente: m = == 


Cuando el punto Q lo consideramos cada vez más cerca al punto fijo P, la recta secante PQ se acerca cada vez 


más a una recta tangente a dicha curva en el punto P. 


Por lo tanto: 


XX 


Y2 =f(X9); yy = f(x) y si 
X»=X =h > Xx =X+h 


f(x +1)=104) 
h 


La pendiente m+ de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(x+, yy) es: 


(+ h)- f(x) 


my= lim 
T=h-0 h 


Definición 


La derivada de una función f, denotada por f', es aquella que viene dada por: 


Ejemplo: 


Calcula la derivada de la función f(x) = 3x? — 9x +4, en el punto Xy = 3. 


Resolución: 


xp) = im, f(x + de =1(Xp) 
f(3+h)-1(3) 


f9= 9 


reo =m, ; 


3(9 + 6h +h?)- 27 -— 9h +4-[27 -27+4] 


ro= ln ; 


27 + 18h + 3h? —27—9h+4-4 
h 


1o0= pH 
3h? + 9h 


A 


Fo) = lim 3h+9=9 


a(3+ny-o(3+n)+4-|3(3P-o(3)+4] 


Atención 


¿ Alproceso de hallarla derivada : 
: se llama diferenciación oO; 
i derivación. Esta operación : 
¿consiste en hallar una función : 
3 f a partir de una función f. Si : 
¿ una función tiene derivada en 
3 Cc, se dice que dicha función : 
¿ es diferenciable o derivable : 
i en c. Es decir la función f : 
: es diferenciable en c, si f(c) | 
¿ existe. : 
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CD) PROPIEDADES SOBRE DERIVADAS DE FUNCIONES REALES 


a) f(x) =c, entonces f(x) = 0 

Ejemplos: 

- Siflx)=-5 > f(x)= 

* Sifl)=n => f(x) =0; vn e IR 
b) f(x) =x", entonces f(x) = nx" 7 

Ejemplos: 

" Siflx)=x? > f(x) =-2x* 

" Siflx)=x* = f(x) =-3x* 
Observación c) f(x) = cg(x), entonces f(x) = cg'(x) 

Ejemplos: 

" Siflx)=3 > f(x) =3(%) =3.. 5x*= 15x* 

- Sifl=-27% = f(x) = 2) =-223x 7?) = 6x* 
d) h(x) =1(x) + g(x), entonces h'(x) =f(x) + g'(x) 

Ejemplos: 

Sit) =+x4> (x) = (00) + (4) =5x% + 4x% 

" Sif(x)=4 + 5x2 + 8x + 11 

> 1) = (4%) + (5x2) + (8x)' + (11) 
=4.3+5.2x+8+0 


= 122 + 10x +8 


e) h(x) =1() g(x), entonces h'(x) = f(x) g(x) + f(x) g'(x) 
Ejemplo: 
+ Sif(x) = (+ 3x? — 2x + 5)(4x — 3) 


=P) = (8 +3x? — 2x + 5)(4x — 3) + (0 + 3xó — 2x + 5)(4x — 3) 
= (3x? + 6x — 2 + 0)(4x — 3) + (4 + 3x? — 2x + 5)(4 — 0) 


= (3x2 + 6x — 2)(4x — 3) + (xó + 3xó — 2x + 5)4 
= 12% — 9x2 + 24x? — 18x — 8x +6 + 4x% + 12x — 8x + 20 
= 16 + 27x? — 34x + 26 


| Nota Ñ dt , a ios 
E SIf0O=4X: E _ 10) Mei Xx) 9(x) — f(x) g'(x 
pc f9= id 90) RA 9(x) 

E dd Ejemplo: 


ron rr rrr rro rc rro r rr r or rro occ corr rrcrccrccacor o” 3 2 
«31 2 A 
Vé—2x2+5x+3)'(x2— 1) — (2x2 + 5x + 3)(x2 — 1) 
pé- 1) 


(3x2 — 4x +5 +0) — 1) — (2x2 + 5x + 3)2x 
x= 2x2 +1 


> f(x) = 


Fx) = 


, -3x 3x2 4x8 + 4x+ 5x2 5 2x4 + 4x? — 10x2 — 6x 
(x) = 502 
Xx —2x +1 


4 2 
fo = X — 8x*-2x-5 
0) 2x4 1 
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Cl) DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


e (cotx) = —cscrx 


*  (senx)' =COsx 

e (cOsx)' = — senx 

+ (tanx)' = sec?x 

Ejemplos: 

1. (x+tanx)' = x' + (tanx)' 
= 1 + sectx 

2. (x— Cosx) =x' — (cosx)' 
= 1 — (-senx) 
= 1 + senx 


3. (xcscx)' =xX'(cscx) + x(cscx)' 
= CSCX + X(—CsCx.cotx) 
= CSCX — X.CSCX.COLX 
=Cscx(1 — x.cotx) 


*  (secx)' = secxtanx 
e (cscx)' =-— cscxcotx 


4. (2xcosx — 2senx)' 
= (2xc0sx)' — (2senx)' 
= (2x)'cosx + 2x(c0sx)' — 2(senx)' 
= 2c08xX + 2x(—senx) — 2(c08x) 


= —2xsenx 


CD DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


*  (arcsenx)' = 


1 
41 x? 
1 
41 -x? 


1 


*  (arccosx)' =-— 


. dada ia 7 


+x 
, 1 
e (arccotx) =-— 
) 1+x? 
*  (arcsecx)' = _ 
Ix dx? 1 


*  (arccscx) =-— 


E 
xx? 1 


CD REGLA DE L'HOSPITAL 


Se aplica para calcular los límites de la forma: - a 


Ejemplo: 
Calcula el siguiente límite: 
A Xx 
a tanx 
Resolución: 
+  Evaluando en x=0: 
, x_0 
Pp tanx 0 


* Aplicando L'Hospital: 


oK ] X 
lím 2 = lim = 
x-0tanx  x-0 (tanx)' 


CN ] 
Mo 


lím—L— =-1 15 lim 2= 
x-=0 sectx sect0 1 x-0 fanx 


: Sifes una función 

:  diferenciable en u y u es una 
3 función diferenciable en x, 

¿ entonces: 


6 = cosu JU 
e (senu) = cosu 3% 


+ 2 = -senu YU 
dx (cosu) = sent, 


A 
dx (tanu) = sec e 


Aa 
ax Cotu) = CSC: U 


a ¿Qu z du : 
q (secu) = secutanu A 


Md du : 
a (cscu) = —cscucotu E 


Observación 
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ED Calcula: 


E- lím tan2x 
= x=0 tan 5x 
Resolución: 
2 na] lím tan2x 
eg lm 1 2 / 2% 2x 
0 5(tansxy 5 lím tansx 
5x Ll 5% 
DA 
E 


ED Calcula: 


lím_x— sen7x 
0 — sen5x 
Resolución: 
_Sen7x 4-7 lim Sen7x 
R= lim a x0 7X 
x=07 senbx 1 —5 lim, Sen5x 
Xx x=0  BxX 
E: 
R= 1257 R= > 


EJ) Hala del para f(x) =xsenx. 


Resolución: 
f(x) = SENX + XCOSX 


E» Calcula mn, si: 
fl 


X) = mMCosx +n 


Resolución: 


1(5) = meos (5) +n=4 


m.S+n=4>m+20=8 1) 


Reemplazamos m = -4 en (1): 
A4+2n=8>n=6 
-. mn=-24 
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155) Calcula: 


g - lím asenax — bsenbx 
x-0 tanax + tan bx 


Resolución: 


Evaluando x = 0 se obtiene - (indeterminado) 


Aplicando L'Hospital: 
_ lím_ a(acos ax) — b(bcos bx) 
SI  — A AAA 


B 2 2 
asec*ax + bsec”bx 


_ lím a?cosax—b*cos bx 
B=x- 2 2 

asec*ax + b sec“ bx 

o 22 (0-bla+D) 


a+b (a+b) 
. B=a-b 


[6 ) Calcula: 


p — lím sen7x — sengx 
x=0" cos 3X 


Resolución: 


Evaluando x = 0 se obtiene - (indeterminado) 


= Porlo tanto: 


250n/ 105 (152) 
A 


XCOS 3X 


p- lím 2sen2xcosóx _, lim sen2x  lím cos5x 
—=0 "cos 3x E 
p=2.2 ¿My Sen y >P=4 


ZA A 


1 
= Otra forma: 
Por L'Hospital: 


— lim 7cos7x—3c0s3x _ 
*=% cos 3x — 3xsen3x 


EJ) Sean las funciones f, g: (0; 1) — IR tal que 
f(x) = cotx; g'(x) = f(x) VxE (0; 1) y 


g(1/2) es una raíz del polinomio: xó — 16x + 96x? — 256x + 256 
Halla: lim, [9(x)— Inx] 
x> 


Resolución: 

Del enunciado: g'(x) = cotx 
y — COS X 

gx) = senx 

im — (senx)' 

gx) = Ssenx 


Se sabe que: (Inx)' = -- 


En la función g: g(x) = SE 


Por la regla de la cadena, se tiene: 


[In(senx)]' = (sena) (E) = 208% 


= [In(senx)] = cotx, x € (0; 1) 


También sabemos que para una función constante h(x) =c, c E IR, se 


cumple: h'(x) = 0, Vx € IR 

Entonces, la función g tendría la siguiente forma: 
g(x) = In(senx) + c; x € (0; 1); c EIR 

Por dato, g(5) es una raíz del polinomio: 


P(x) =x" — 16x% + 96x? — 256x + 256 
Factorizando por aspa doble especial: 


XÓ — 16x% + 96x? — 256x + 256 
e —8X 16 
e —8X 16 
= (2 - 8x+ 1604 - 8x + 16) 
P(x) =(x — 4Jóx 4) 
P(x) = (x- 4) 
Luego: a(5) = In(sen-$) +0> g(5) =C 
Reemplazando: P(c) = 0 
(c-44=0 >c=4 
*. g(x) = In(senx) + 4 


Resolución: 
E _ XarcsecO 
ea: q0) > 1+xtan0 


(xarcsec0)'(1 + xtan 0) — (xarcsec0) (1 + xtan 0)" 


> 0(x)= 
96) (1 +xtan0)? 
, arcsec6 (1 + xtan 0) — xarcsecOtan0 
gx) = 2 
1 +2xtan0 + x“tan0 
gx) = arcsecO 


1 +2xtan0 +x"tan?0 
Luego, por la regla de la cadena: 


[f(g0))1'= 910) (900) 


arcsecO 
U 2 7 
íabo"=- 09 — — ig) =-++2xtan0 +xCtan“0 
1+9%0) 1 + (AQrcsecO. 
1+xtan0 
arcsecO 
1 +2xtan0 + x"tan?0 
x2arcsec?0 
1 + 2xtan0 + x?tan?0 
arcsecO 
NS 1 +2xtan0 + xotan9 
1 +2xtan0 +xétan?0 + x2arcsecó0 


1 +2xtan0 + x2tan9 


Xx) = arcsecO 
1 +2xtan0 + x"tan%0 + xarcsecO 


Resolución: 
Sabemos que la gráfica de sent, es: 


Desplazamos la gráfica hacia la derecha 1/2 unidades, entonces, 
se obtiene sen(t — 1/2) que también sería equivalente a desplazar 
hacia la izquierda 31/2 unidades obteniéndose: sen(t + 31/2). 


Encogiendo la gráfica verticalmente en un factor 0,4, se tiene: 
0,4sen(t + 31/2). 


Luego, la ecuación del movimiento es: 
x(t) = 0,4sen(t + 31/2) m 
Nos piden la ecuación de la aceleración: 


y= o = 0,4cos(t + 3n/2) m/s 


2 
a= Pa = — 0,4sen(t + 37/2) m/s? 

Se observa que: a(t) = —x(t) 

Entonces la gráfica de a(t) se obtiene por reflexión de la gráfica de 
x(t) sobre el eje x. 
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